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КІРІСПЕ 

 

 Бүгінгі таңда ғылым мен техника саласында зерттеу мен жобалаудың 

математикалық әдістерінің ролі артып келеді. Әсіресе, ғылымға есептеу 

техникасының кеңінен енгізілуі математиканың нақтылы есептерді шығаруда 

қолдану мүмкіндігін арттырып отыр. 

 Ғылым мен техниканың, ЭЕМ-нің қарқынды дамуы мамандар 

жұмыстарының барысында кездесетін есептердің барлығын шеше алатын 

дайын әдістері бар бакалаврлар даярлау мүмкін болмай бара жатыр. 

  Қазіргі заманға сай студенттердің математикалық білімдеріне қойылып 

отырған жаңа талаптарға байланысты, математиканы оқыту мәселесіне ең 

алдымен мына міндеттерді жүктейді; іргелі математикалық дайындық деңгейін 

кӛтеру; математика курсының қолданбалы бағытын күшейту; қолданбалы 

есептерді шығару кезінде студенттерге математикалық әдістерді пайдалануды 

үйрету; оқыту барысында студенттердің логикалық және алгоритмдік ойлау 

қабілетінің дамуына  кӛмектесу, ӛздігінен математикалық білімін кеңейтуіне 

және тереңдетуіне  ынталы болуына қол жеткізу. 

 Математиканың дәрістерінде бүкіл пәнді және қарастырылып отырған 

мәселені түсінуге қажетті ең керекті тараулар мен тақырыптар баяндалады. 

Дәріс материалдарына математиканы дамытудағы ғалымдардың қосқан еңбегі 

туралы ақпараттар енеді, қазіргі заман тенденциясы және оны дамыту жолдары 

кӛрсетіледі. Жеке жағдайларда, теореманы дәлелдеу немесе, оның мазмұнын 

түсіндіру мен қолданылуын кӛрсетумен ғана шектелу мәселесін кафедра 

шешеді. 

Жаттығу сабақтарында студенттер математикалық есептерді шешудің 

негізгі әдістері мен тәсілдерін үйренеді, сол сияқты, оларға қажетті теориялық 

түсініктемелер беріледі. Жаттығу сабақтарының студенттерге арнаулы 

курстарды оқыту кезінде және кейін маман ретінде жұмыс істеу барысында 

маңызы ӛте зор. 
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I БӚЛІМ 

 

Тақырып   1.   Екінші және ҥшінші ретті анықтауыштар, олардың 

қасиеттері. п – ретті анықтауыштар. Алгебралық  толықтауыштар және 

минорлар 

 

Анықтама. Екінші ретті анықтауыштар деп 21121211 аааа   санын 

айтамыз, ол мына таңбамен белгіленеді: 

   
21122211

2221

1211
аааа

аа

аа
      

мұндағы )2,1,2,1(  jiаij сандары екінші ретті анықтауыштардың элементтері. 

  Анықтама. Үшінші ретті анықтауыштар деп 
 112332331221132231133221312312332211 аааааааааааааааааа    

санын айтамыз және ол мына таңбамен белгіленеді: 

    

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

        

Үшінші ретті анықтауыштарты есептеу үшін үшбұрыштар немесе Саррюс 

ережесі қолданылады. 

nnnn

n

n

aaa

aaa

ааа

...

............

...

...

21

22221

11211

  -   бұл n - ретті анықтауыш. 

 Анықтауыштың мынадай қасиеттері бар: 

  01 . Анықтауышты транспонирлегеннен анықтауыштың мәні ӛзгермейді, 

яғни TAA  . 

 02 . Анықтауыштың кез-келген екі жатық (тік) жолдарының сәйкес 

элементтерінің орнын алмастырсақ, онда оның таңбасы қарама-қарсы таңбаға 

ӛзгереді. 

 03 . Анықтауыштың кез-келген екі жатық (тік) жолдарының барлық сәйкес 

элементтері және пропорционал тең болса, онда оның мәні нӛлге тең.   

 04 . Анықтауыштың кез келген бір жатық (тік) жолының  ортақ 

кӛбейткішін оның алдына шығаруға болады.    

   05 . Анықтауыштың қандай да бір жатық (тік) жолының элементтері екі 

қосылғыштан тұрса, онда ол анықтауыш екі анықтауыштың қосындысына тең. 

 06 . Анықтауыштың кез-келген  жатық (тік) жолының барлық 

элементтерін k  санына кӛбейтіп, оны келесі бір жатық (тік) жолының 

элементтеріне қоссақ, онда оның мәні ӛзгермейді. 
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 Минор және алгебралық толықтауыш 

 Анықтама. n – ретті анықтауыштың ijа  элементінің ijM  миноры деп, осы 

анықтауыштың i  жатық, j  тік жолдарынсыз алынған )1( n  ретті анықтауышты 

айтамыз. 

Егер  

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

  болса, онда ,
3332

2322

11
аа

аа
М    ,

2321

1311

32
аа

аа
М   

 Анықтама. Анықтауыштың  ijа  элементінің ijА  алгебралық 

толықтауышы деп, ji )1(  таңбасымен алынған осы ijà  элементінің минорын 

айтамыз, яғни         .)1( ij

ji

ij MA   

      

 Теорема 1. Егер анықтауыштың бір тік (жатық) жолының бір элементінен 

басқа элементтері нӛлге тең болса, онда анықтауыштың мәні осы элементпен 

оның сәйкес алгебралық толықтауышының кӛбейтіндісіне тең болады.  
  

 Теорема 2. Анықтауыштың кез-келген  жатық (тік) жолының 

элементтерімен оның сәйкес алгебралық толықтауыштарының 

кӛбейтінділерінің қосындысы осы анықтауыштың мәніне тең.  
  

Теорема 3. Анықтауыштың кез-келген  жатық (тік) жолының элементтері 

мен осы элементтерге сәйкес келесі жатық (тік) жолының элементтерінің 

алгебралық толықтауыштарының кӛбейтінділерінің қосындысы нӛлге тең. 

 

 

Тақырып   2.   R
3
 ҥш ӛлшемді кеңістігі.  Векторлар және оларға  

қолданылатын сызықтық амалдар. Сызықты тәуелсіз векторлар. Базис.      

Векторды базис бойынша жіктеу. Векторлардың скалярлық, векторлық 

және аралас кӛбейтінділері және  

олардың  қасиеттері 

 

Анықтама. Бағытталған кесінді вектор деп аталады.Кесіндінің бағыты 

стрелкамен кӛрсетіледі. Вектордың әріптік белгіленуінің үстінде стрелка 

немесе сызықша қойылады.   Вектордың басы мен ұшының арақашықтығы 

оның ұзындығы немесе модулі немесе абсолют шамасы деп аталады. Ол 

АВ немесе а деп бейнеленеді. 

 Анықтама. Вектордың басқы нүктесі мен соңғы нүктесі сәйкес келсе, ол 

вектор нөлдік вектор деп аталады. Бір түзудің немесе параллель түзудің 

бойында жатқан векторлар  коллинеар деп аталады. Ендеше,   коллинеар, 

ұзындықтары мен бағыттары бірдей a

 және b


векторлар тең векторлар деп 

аталады. Ұзындығы бірге тең вектор  бірлік вектор немесе орт деп аталады. Бір 

жазықтықта немесе параллель жазықтықтарда жатқан векторлар   компланар  

деп аталады. 
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  Векторларға сызықтық амалдар қолдану. Векторларға сызықтық амалдар 

қатарына векторларды қосу, азайту, және векторды нақты санға кӛбейту 

амалдары жатады. 

 Векторларға сызықтық амалдар қолдану: 

1. )  ,  ,( zzyyxx babababa  , 

2. ),,( zyx aaaa   . 

  Егер  neee


,...,, 21  векторлары үшін ең болмағанда біреуі нӛлден ӛзгеше 

болатын n ,...,, 21  нақты сандары табылып,  

                    0...2211  nneee


                         

теңдігі орындалатын болса, онда ол векторлар сызықты тәуелді деп аталады. 

Егер  neee


,...,, 21  векторлары үшін (2.2) теңдік n ,...,, 21  нақты 

сандарының барлығы  нӛлге тең болғанда ғана орындалатын болса, ондай 

векторлар сызықты тәуелсіз деп аталады.  

  Егер  a

 векторы neee


,...,, 21  векторларының сызықты комбинациясы, яғни 

             nneeea


  ...2211            

теңдігі орындалатын болса, онда a

 векторы берілген векторлар арқылы 

жіктелген деп аталады.  

   

Екі вектордың скаляр кӛбейтіндісі және оның қасиеттері 

Нӛлдік емес  a  және b  векторларының скаляр көбейтіндісі  деп осы 

векторлардың ұзындықтары мен олардың арасындағы бұрыштың косинусының 

кӛбейтіндісіне тең скаляр шаманы айтады және ол  ba


,  немесе ba

  арқылы 

белгіленеді. Сонымен, анықтама бойынша 

  cosbaba


 ,        

мұндағы  ba


 , . 

  Скалярлық көбейтіндінің  қасиеттері:  

 1
0
. abba  ; 

 2
0
.   )()( baba   ;    

 3
0
.   cbbacba  ;    

 4
0
. 

23

aa


 ;   

 5
0
.        ,0 ,0 baba 0ba ;  

  Теорема. Егер ),,( zyx aaaa   және ),,( zyx bbbb   векторлары координаталар 

арқылы берілген болса, онда олардың скалярлық кӛбейтіндісі: 

                                  zzyyxx babababa 


      

теңдігімен анықталады. 

Скалярлық кӛбейтіндінің координаттық түрін пайдаланып, олардың 

арасындағы бұрыштың косинусын мына формула бойынша табамыз: 

ba

ba




cos   немесе    

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa




  
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Екі вектордың векторлық кӛбейтіндісі және қасиеттері 

 Нӛлдік емес  a  және b векторларының векторлық көбейтіндісі деп 

bac   немесе  bac ,  символымен белгіленген мына үш шартты 

қанағаттандыратын c  векторын айтады: 

 1. sinbac


 ,  

мұндағы  ba


 , . 

 2.  ac  , bc   

  3. c  векторының бағыты  a , b , c  векторлары оң жақты үштік болатындай 

бағытта бағытталған. 

  Векторлық көбейтіндінің  қасиеттері: 

 1
0
 sinbabaS


 . 

 2
0
. abba  . 

  3
0
. 0ba ba ||    . Бұл қасиет екі вектордың параллельдік   шарты. 

 4
0
. R үшін   baba   . 

 5
0
.   cbcacba     . 

   Теорема. Егер  ),,( zyx aaaa   және ),,( zyx bbbb   векторлары координаталар 

арқылы берілген болса,   онда олардың векторлық кӛбейтіндісі 

          

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba



  

теңдігі арқылы ӛрнектеледі. 

  

Ҥш вектордың аралас кӛбейтіндісі және оның қасиеттері 

  Ӛзара компланар емес cba   ,  ,  векторларының аралас көбейтіндісі деп 

ba  векторымен c  векторыныңскалярлық кӛбейтіндісіне тең санды айтады. 

және ол   сba     түрінде белгіленеді.   

  Егер  ),,( zyx aaaa  , ),,( zyx bbbb   және ),,( zyx cccc  векторлары координаталар 

арқылы берілген болса,   онда олардың  аралас кӛбейтіндісі 

           
zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba   

теңдігі арқылы ӛрнектеледі. 

  Теорема. Компланар емес cba   ,  ,  векторларының  аралас кӛбейтіндісі 

ортақ бас нүктеден шыққан cba   ,  ,  векторларына салынған, егер cba   ,  ,  

векторлар үштігі оң жақты болса, онда оң таңбамен, ал cba   ,  ,   векторлар үштігі 

сол жақты болса, онда теріс алынған параллепипедтің кӛлеміне тең болады. 

 Егер cba   ,  ,   векторлары компланар болса, онда   0 сba . Бұл үш 

вектордың  компланарлық   шарты. 
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Тақырып   3.   Матрица және   оларға   амалдар  қолдану. Кері     матрица. 

Матрица  рангі. Екі және ҥш белгісізді екі және ҥш сызықтық теңдеулер 

жҥйелері. Крамер ережесі 

 

 Анықтама. mxn  - ретті  матрица деп, m -жатық және n -тік жолдардан 

анықталған тік бұрышты таблицаны айтамыз, ол мына түрде белгіленеді: 

  ,

...

............

...

...

21

22221

11211

mnmm

n

n

aaa

aaa

ààà

À   























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

  (1.4) 

),( ijaA   ,,1 mi   ,,1 nj   

мұндағы ijà - матрицаның элементтері деп аталады, бірінші индекс i  

матрицаның жатық жолының, ал екінші индекс j - тік жолының нӛмерін 

анықтайды. 

 Матрицаның түрлері: 

 1. Егер матрицаның жатық жолының саны тік жолының санына тең болса 

(m=n), онда ол квадрат матрица деп аталады. 

 2. Егер квадрат матрицаның негізгі диагоналының элементтерінен басқа 

элементтері нӛлге тең болса: jiajia iiij    ,0   ,  ,0 , онда ол диагоналды 

матрица деп аталады. 

 3. Егер  матрицаның негізгі барлық элементтері нӛлге тең болса, онда ол 

нөлдік  матрица деп аталады және ол  О әрпімен белгіленеді.  

 4. Егер диагоналды матрицаның барлық элементтері бірге тең болса: 

niaii ,1  ,1  , онда ол бірлік  матрица деп аталады және ол  Е әрпімен 

белгіленеді.  

 5. Егер квадрат матрицаның негізгі диагоналынан тӛмен орналасқан 

немесе жоғары орналасқан элементтері нӛлге тең болса, онда ол үшбұрышты 

матрица деп аталады. 

 6. Егер njniaa jiij ,1    ,,1   ,   теңдігі орындалса онда ол матрица 

симметриялы деп аталады. 

 Берілген квадрат А матрицаның анықтауышы немесе детерминанты мына 

түрде белгіленеді: ,det A  немесе ,A  немесе .  

 Матрицаларға қосу, азайту, кӛбейту және санды матрицаға кӛбейту 

амалдары орындалды. Бірақ осы аталған амалдар кез келген матрицалар үшін 

орындалмайды. 

 1. Матрицаларды қосу. Бірдей ретті  ijаА   мен  ijвB   матрицаларының 

алгебралық қосындысы деп сол ретті  ijсС   матрицасын айтамыз: BAC   

және оның кез келген элементтері мына формула бойынша анықталады: 

   ,ijijij bañ    ,,1 mi   nj ,1 . 

  2. Матрицаны санға көбейту. Кез келген A  матрицаны k  санына 

кӛбейту деп C  матрицаны айтамыз: 
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   ,ijij kac   ,,1 mi   nj ,1 . 

 3. Матрицаны матрицаға көбейту. Берілген mxn  - ретті A  матрицаның 

nxp - ретті B матрицаға кӛбейтіндісі деп, mxp - ретті С матрицаны айтамыз: 

BAC   және оның кез келген элементтері мына формула бойынша 

анықталады: 

  ,
1





n

k

kjikij bac  ,,1 mi   kj ,1 . 

А матрицасын В матрицасына кӛбейту үшін А матрицасының тік 

жолының саны В матрицасының жатық жолының санына тең болуы керек. 

 Анықтама. Егер А матрицасының анықтауышы нӛлге тең болмаса, яғни 

,0А  онда А матрица ерекше емес матрица деп аталады, ал егер 0А  болса, 

онда ол ерекше матрица деп аталады. 

Анықтама. 1А  матрица А матрицасының кері матрицасы деп аталады, 

егер ЕАААА   11  

теңдігі орындалса, мұндағы Е - n -ретті бірлік матрица. 

 Теорема. (кері матрицаның бар болуы туралы). Кез келген квадрат А 

матрицаның кері 1А  матрицасы бар болуы үшін ол матрица ерекше емес ,0А  

матрица болуы қажетті әрі жеткілікті және ол мына формуламен анықталады: 

   























nnnn

n

n

AAA

AAA

ААА

А
А

...

............

...

...

1

21

22212

12111

1 .      

 

 Анықтама. Матрицаның нӛлге тең емес минорының ең жоғарғы реті 

оның рангісі деп аталады және ол )(Arang  немесе )(Ar  деп белгіленеді. 

     

 Сызықты теңдеулер жҥйесі және оларды шешу әдістері 

 

 n  белгісізі бар m  сызықты теңдеулер жүйесін қарастырайық: 

   



















,...

......,........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

      

мұндағы ijа - кез келген сандар, iх  - белгісіз шамалар, ib - бос мүшелер, ,,1 mi   

.,1 nj   

 Берілген жүйедегі ijа -осы жүйенің коэффициенттері, ал ib -бос мүшелері 

деп аталады. 

 Берілген  сызықты теңдеулер жүйесінің коэффициенттерінен анықталған 

мына матрицаны 
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





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

 

берілген жүйенің негізгі матрицасы деп аталады.  

 Сызықты теңдеулер жүйесінің бос мүшелерін А матрицасының 1n  тек 

жолы етіп алсақ, онда мына матрицаны аламыз: 

 

,

...

...............

...

...

21

222221

111211























mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

А  

 

бұл матрица  берілген жүйенің кеңейтілген матрицасы деп аталады. 

 Анықтама. Егер сызықты теңдеулер жүйесіндегі бос мүшелерінің кем 

дегенде біреуі нӛлге тең болмаса, онда   жүйені біртекті емес сызықты 

теңдеулер жүйесі деп, ал бос мүшелерінің бәрі нӛлге тең болса, онда ол 

біртекті сызықты теңдеулер жүйесі деп аталады. 

 Анықтама. Егер nnххх   ,...,, 2211  сандар жиыны  берілген жүйедегі 

теңдеулердің бәрін қанағаттандырса, онда осы сандар жиыны берілген 

сызықты теңдеулер жүйесінің шешімі деп аталады. 

 Егер  берілген сызықты теңдеулер жүйесінің кем дегенде  бір шешімі бар 

болса, онда ол үйлесімді жүйе, ал егер бірде бір шешімі болмаса, онда ол 

үйлесімсіз жүйе деп аталады. 

 Үйлесімді жүйенің тек бір ғана шешімі немесе бірден кӛп шешімі бар. 

Тек бір ғана шешімі бар жүйе анықталған жүйе деп аталады. Кем дегенде екі 

шешімі бар жүйе анықталмаған жүйе деп аталады. 

 

 Сызықты теңдеулер жүйесін шешу әдістері мынадай: 

  Крамер әдісі.  

n  белгісізі бар n  сызықты теңдеулер жүйесін қарастырайық: 

 

   



















,...

......,........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

      

  

Егер   біртекті емес сызықты теңдеулер жүйесінің негізгі матрицасының 

анықтауышы нӛлге тең болмаса, онда ол жүйесінің шешімі Крамер 

формуласымен анықталады: 

,



 i

ix   ni ,1  
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Тақырып   4.     п белгісізді m сызықтық теңдеулер жҥйесі. Гаусс-Жордан 

әдісі. Сызықтық  теңдеулер жҥйесінің матрицалық тҥрде жазылуы және 

оның шешімі 

 

n белгісізі бар m  сызықты теңдеулер жүйесін қарастырайық: 

   



















,...

......,........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

     

мұндағы ijà - кез келген сандар, iх  - белгісіз шамалар, ib - бос мүшелер, ,,1 mi   

.,1 nj   

Кронекер – Капелли теоремасы. Біртекті емес  сызықты теңдеулер 

жүйесі үйлесімді болуы үшін жүйенің матрицасының рангісі оның кеңейтілген 

матрицасының рангісіне тең болуы  

)()( ArangArang   

қажетті және жеткілікті. 

 Кронекер-Капелли теоремасынан мынадай қорытынды аламыз: 

1. Егер nrArangArang  )()(  болса, онда берілген жүйенің тек бір ғана 

шешімі бар; 

2. Егер nrArangArang  )()(  болса, онда берілген жүйенің  шексіз кӛп 

шешімі бар; 

3. Егер )()( ArangArang   болса, онда берілген жүйенің  шешімі болмайды; 

 

 Гаусс әдісі. Гаусс әдісі бойынша біртекті емес  сызықты теңдеулер жүйедегі 

теңдеулерге элементар түрлендірулер қолданып, жүйедегі белгісіз шамаларды 

біртіндеп жою арқылы  теңдеулер жүйесін мынадай сатылы теңдеулер жүйесіне 

келтіреміз:  



















 )1()1(

)1(

2

)1(

22

)1(

22

11212111

                             

..................................................

,...            

,...

n

nn

n

nn

nn

nn

bxa

bxaха

bxaхаха

 

  

  Кері матрица әдісі.  

 Сызықтық теңдеулер жүйесін матрицалық түрде жазайық: 

    ВАХ          
 

мұндағы  























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

,   ,
...

2

1























nx

x

x

X   























nb

b

b

B
...

2

1

. 
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 Сызықтық теңдеулер жүйенің шешімін табу үшін осы теңдеудің екі 

жағын 1À кӛбейтеміз: 

ВААХА   11  

мұндағы ЕАА 1   және .ХХЕ    

 Олай болса  

ВАХ 1     
 Бұл формуламен анықталатын шешім  берілген жүйенің матрицалық әдіспен 

шешімі деп аталады.  

 

Тақырып   5.   R
3
   кеңістігіндегі жазықтықтың теңдеулері. R

2
 және R

3
 

кеңістігіндегі тҥзулердің теңдеулері (векторлық және координаталық 

тҥрлері) 

 

Жазықтықтағы тҥзулердің теңдеулері.  

  

Жазықтықтағы түзудің жалпы теңдеуі: 
                            0 СByAx  

  Түзудің кесінділік теңдеуі: 

   1
b

y

a

x
 

мұндағы 
B

C
b

A

C
a  ,  

 k бұрыштық коэффициентімен берілген түзудің теңдеуі: 
                  bkxy   

мұндағы tgk  ,   бұрышы түзу мен OX осінің оң бағыт жасайтын бұрышы, ал 

b  - бос мүше, түзудің OY осімен қиылысу нүктесінің ординатасы. 

Түзудің нормаль теңдеуі: 
 0sincos   yx  

мұндағы    - координаталар басынан түзуге жүргізілген перпендикулярдың 

ұзындығы,   - сол перпендикуляр мен OX осінің оң бағыт жасайтын бұрышы. 

Екі  М1(x1;y1) және М1(x2;y2)  нүктелері арқылы ӛтетін түзудің теңдеуі: 

  
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 

11 bxky   және  22 bxky   түзулерінің арасындағы сүйір бұрыш мына 

формуламен анықталады: 

   
21

12

1 kk

kk
tg




  

Түзулердің параллельдік шарты: 21 kk   

Түзулердің перпендикулярлық шарты: 
2

1

1

k
k   

   000 , yxM  нүктесінен  0 СByAx  түзуіне дейінгі d   ара қашықтық 

мынаған тең: 
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22

00

BA

CByAx
d




  

 Кеңістіктегі жазықтықтың теңдеулері. 

 

 Жазықтықтың  жалпы теңдеуі: 0 DCzByAx . 

Бір түзудің бойында жатпайтын үш нүкте   М0(х0 ,у0 ,z0) ,  М1(х1, у1, z1), 

M2(x2, y2, z2)  арқылы ӛтетін жазықтықтың теңдеуі: 

             .0

020202

010101

000









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

                                         

Жазықтықтың кесінділік теңдеуі: 

             ,1
c

z

b

y

a

x
 

мұндағы   cba ,,   - Ox, Oy, Oz осьтерімен  жазықтықтың қиылысу нүктелеріне 

сәйкес кесінділер. 

 Жазықтықтың параметрлік теңдеуі:

210

210

210

tptpzz

sntnyy

smtmxx







     

 

  Жазықтықтың  қалыпты (нормальдық) теңдеуі:     

 0coscoscos  qzyx  ,           0q               

М0(х0,у0,z0) нүктесінен 0 DCzByAx  жазықтықта дейінгі   қашықтық:                  

222

000

CBA

DCzByAx
d




  

             
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 - бұл жазықтықтардың параллельдік белгісі.                                                                                    

           0212121  CCBBAA - бұл жазықтықтардың            перпендикулярлық белгісі. 

  A1x+B1y+C1z+D1=0  және    A2x+B2y+C2z+D2=0 жазықтықтарының 

арасындағы бұрыш:          

   
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




 . 

 

 Кеңістіктегі тҥзудің теңдеулері 

 Кеңістіктегі түзудің канондық теңдеуі:      

       ,000

n

zz

m

yy

l

xx 





                                                            

 Екі М1(х1, у1, z1) , M2(x2, y2, z2) нүктелері арқылы ӛтетін түзудің теңдеуі   

                  
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














           

 Түзудің параметрлік теңдеуі:                                                         

 














ntzz

mtyy

ltxx

0

0

0

. 
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 Кеңістіктегі екі айқасқан түзулер арасындағы бұрыш деп, сол түзулерге 

сәйкес параллель түзулер, қиылысқан екі түзу арасындағы бұрышты айтады.   

  
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 






 және  ,

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 





   түзулерінің арасындағы 

сүйір бұрыш   мына формула арқылы табылады: 

             
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121 ||
cos

nmlnml

nnmmll




  . 

   
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
 - бұл түзулердің параллельдік белгісі.                                                                                    

   0212121  nnmmll - бұл түзулердің    перпендикулярлық белгісі. 

  

  
n

zz

m

yy

l

xx 000 





  түзуі мен 0 DCzByAx  жазықтықтығының 

арасындағы сүйір бұрыш мына формула арқылы табылады: 

   
222222

sin
nmlCBA

CnBmAl




  . 

 0 CnBmAl - бұл түзу мен жазықтықтың параллельдік белгісі.                                                                                    

 
n

C

m

B

l

A
 - бұл түзу мен жазықтықтың  перпендикулярлық белгісі. 

 

Тақырып   6.   Екінші ретті қисықтардың жалпы теңдеуі. Шеңбердің, 

эллипстің, гиперболаның және параболаның канондық теңдеулері 

 

 1. Эллипс.    

 Фокустары деп аталатын берілген екі нүктеден қашықтықтарының 

қосындысы тұрақты 2а санына тең жазықтық нүктелерінің жиынын эллипс деп 

атайды.      

 Эллипс  теңдеуін таңдап алынған декарттық тік бқрышты координаталар 

жүйесінде табайық. Жазықтықта эллипс фокустарын Ғ1 және Ғ2 арқылы 

белгілейік. Ғ1 және Ғ2 нүктелері арқылы Ғ1Ғ2 түзуін жүргізіп, оң бағытты Ғ1- 

ден Ғ2 –ге қарай бағытпен белгілейік. Сӛйтіп, Ғ1Ғ2 түзуін х осі деп аламыз. Ғ1Ғ2 

кесіндісін қақ бӛліп, оның ортасы арқылы х осіне перпендикуляр у осін 

жүргіземіз де оң бағытты тӛменнен жоғары қарай белгілейміз. 

 Бұл таңдап алынған координаталар жүйесінде фокустар координаталары 

Ғ1 (-с,0), Ғ2 (с,0) болады. 

 ),( yxM -эллипстің кез келген айнымалы нүктесі дейік. 11 rMF  , 

22 rMF  болсын. Эллипстің анықтамасы бойынша arr 221  , мұндағы 

  22

1 ycxr  ,   22

2 ycxr  . 

 Сонда     aycxycx 22222
 . 

Бұл теңдікті ықшамдау арқылы  

      22222222 caayaxca       (1) 

теңдігін аламыз.  
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21MFF үшбұрышынан 2121 FFMFMF   болғандықтан, эллипстің ),( yxM нүктесі 

үшін ca 22  болады. Демек, 022  ca . Сондықтан, 222 bca   арқылы 

белгілейміз. Сонда  (1) теңдеу былай жазылады: 

    222222 bayaxb  , 

 немесе бұл теңдеудің екі жағын да 022 ba бӛлсек, онда  

    1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

теңдеуін шығарып аламыз. 

 Эллипстің канондық теңдеуі :      1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                                               

 Эллипстің фокустары қашықтығының үлкен осі ұзындығына қатынасына 

тең санды эллипстің эксцентриситеті деп атайды.  

Эллипстің эксцентриситеті:   
a

c
     

 Эллипстің эксцентриситеті 1 .   

Эллипстің директрисалары мына теңдеумен анықталады: 


a
xba   , 



b
yab  .   

                                                        

           2. Гипербола.   

  Фокустары деп аталатын, берілген екі нүктеден қашықтықтары 

айырымының модулі  тұрақты 2а санына тең жазықтық нүктелерінің жиынын 

гипербола деп атайды. 

                                                       

  Гиперболаның канондық теңдеуі:   1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 2а осі гиперболаның нақты 

осі деп аталады, ал 2b- жорамал осі деп аталады. F1, F2 –гипербола фокустары: 

F1F2 = 2c.  
  

Гиперболаның асимптоталары: x
a

b
y   .     

 Гиперболаның эксцентриситеті : 
a

c
 .   

Гиперболаның директрисалары мына теңдеумен анықталады: 


a
x  .                                            

3. Парабола. 

 Фокусы деп аталатын берілген Ғ нүктесінен және директрисасы деп 

аталатын, берілген d түзуінен тең қашықтықта жатқан жазықтық нүктелері 

жиынын парабола деп атайды. 
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 у 

   Параболаның канондық теңдеуі: 

y
2
 = 2px 

 мұндағы р – параболаның параметрі. 

  Директрисаның теңдеуі: x = -p/2. 

 

Тақырып   7.   Сандық тізбектер. Шек.  Функция туралы тҥсінік. 

Функцияның шегі. Шегі бар функциялардың қасиеттері. Шексіз аз және 

шексіз ҥлкен  шамалар.    

 

Шексіз аз шамаларды салыстыру 

Сан тізбегі деп N  натурал сандар жиынынң R нақты сандар жиынына 

бейнеленуін айтады. Жиынды мынадай тәсілдермен беруге болады: 

1. Аналитикалық тәсіл. Бұл тәсілді қолданғанда n нӛмірі бойынша тізбектің 

мүшесін табу үшін формула кӛрсетіледі. 

 Мысалы: 

 1) Nnx
nn  ;

2

1
1  .   Бұл формула бойынша х1 =1+1/2 = 3/2, x2 =1+1/4 = 

5/4, …,  

Бұл жағдайда  {xn} тізбегі  Nnx
nn  ;

2

1
1  формуласымен берілген деп 

атайды. 

 2) Nnxn  ,3   Бұл тізбектің барлық мүшелері ӛзара тең. Мұндай 

тізбекті тұрақты тізбек деп атайды. 

 3)  Тізбекке тағы мынадай мысалдар келтірейік. 

   {n} = {1,2,3,4,…,n,…}, 

   {
n

1
} = {1, ½, 1/3, ¼, …, 1/n, …} 

2. Рекуррентік тәсіл. Бұл тәсілде тізбектің бірінші мүшесі беріледі және 

осы тізбектің белгілі бір немесе бірнеше алғашқы мүшелері бойынша кез 

келген мүшесін табу үшін формула беріледі. 

Әртүрлі сан мәндерді қабылдайтын шаманы айнымалы шама деп атайды. 

Сан мәндері ӛзгермейтін шаманы тұрақты шама деп атайды. Айнымалы 

шамаларды x,y,z,… деп, ал тұрақты шамаларды  a,b,c,.., деп белгілейміз. 

 Айнымалы шаманың қабылдайтын барлық  сан мәндерінің жиынын оның 

өзгеру облысы деп атаймыз. 

 Анықтама. Егер  х айнымалысының қандай да бір облыстан алынған 

әрбір мәніне келесі бір айнымалы у – тің  белгілі бір мәні белгілі бір 

заңдылықпен сәйкес келіп отырса, онда у айнымалысы х айнымалысының 

функциясы деп аталады. Символды түрде функцияны былай белгілейміз: y=f(x), 

y= )(x  ,т.с.с. 

 Функцияның берілу тәсілдері: аналитикалық, таблицалық, графиктік.  
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  f(x) фунциясы  x=a  нүктесінің маңайында анықталған болсын. 

 Анықтама. Егер 0х    санына жинақты кез келген {xn} тізбегі, мұның 

әрбір элементі 0хxn  , үшін f(x)  функциясы мәндерінің сәйкес  {f(xn)} тізбегі А 

санына жинақты болса, онда А саны )(xf  функциясының x -тің 0х -ге 

ұмтылғандағы шегі деп аталады. Оны былай белгілейміз: 

       .)(lim
0

Axf
хх




. 

Шектер туралы негізгі теоремалар. 

 )(xf және )(x  функцияларының 0хх   болғанда шектері бар болсын: 

.)(lim
0

Axf
хх




,  Вx
хх




)(lim
0

  

1. Екі функцияның қосындысы (айырмасының) шегі олардың шектерінің 

қосындысына (айырмасына) тең: 
ВAхxf

хх



))()((lim

0

  

2. Функцияның бір шектен артық шегі болмайды. 

3. Екі функцияның кӛбейтіндісінің шегі олардың шектерінің кӛбейтіндісіне  

тең: 
ВAхxf

хх



))()((lim

0

  

4. Сондықтан, тұрақты шаманы шек таңбасының алдына шығаруға болады: 
CAxfCxCf

xxõõ



)(lim))((lim

00

 

5. Бӛлімінің шегі нӛлге тең болмаған жағдайда екі фунцияның қатынасының 

шегі олардың шектерінің қатынасына тең: 

0)(B          ,
)(

)(
lim

0


 B

A

x

xf

õõ 
. 

Анықтама. Егер 0)(lim
0




x
xx
  болса, онда 0õõ  жағдайда )(x  шексіз аз 

функция деп аталады. 

Шексіз аз функциялардың негізгі қасиеттері: 
01 . Бірнеше шексіз аз функциялардың қосындысы мен кӛбейтінділері 

( 0õõ ) – да шексіз аз функция болады. 
02 . Шексіз аз функция мен шектелген функцияның кӛбейтіндісі 0õõ  - 

да шексіз аз функция болады. 

 Анықтама. Егер кез келген ε>0  саны үшін )(  саны табылып, 

 00 xx  шартын қанағаттандыратын барлық х үшін )(xf  теңсіздігі 

орындалса, онда f(x) функциясын  0õõ  жағдайда шексіз үлкен функция деп 

атайды және былай белгілейді 

   


)(lim
0

xf
õõ

. 

 Шексіз үлкен функциялардың негізгі қасиеттері: 

  01 . Бірнеше шексіз үлкен функциялардың қосындысы мен кӛбейтінділері 

шексіз үлкен функция болады. 

  02 . Шектелген   Cxf  10  функция мен шексіз үлкен функциялардың 

0õõ  - дағы кӛбейтіндісі - ff 1 - шексіз үлкен функция болады. 
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Шексіз аз функция мен шексіз үлкен функцияның арасында мынадай 

байланыс бар: 

 Теорема. Егер )(x  функциясы 0õõ  жағдайда шексіз аз және 0xx   

болғанда )(x 0 болса, онда 0õõ  жағдайда  
)(

1
)(

x
xf


 функциясы шексіз 

үлкен функция болады және керісінше. 

Функцияларды салыстыру. 

Айталық, )();( xx   функциялары 0õõ  жағдайда шексіз аз функциялар 

болсын. 

 Анықтама. Егер  0
)(

)(
lim

0


 x

x

xx 


 болса, онда 0õõ  жағдайда )(x  

функциясын )(x  функциясына қарағанда реттілігі жоғары шексіз аз функция 

деп атайды және де )(0)( xx   деп белгілейді.  

 Анықтама. Егер  co n s tcc
x

x

xx



  ,0

)(

)(
lim

0 


    болса, онда 0õõ  жағдайда  

)(x  пен )(x  функцияларын реттілігі бірдей шексіз аз функция деп атайды . 

 Анықтама. Егер  1
)(

)(
lim

0


 x

x

xx 


 немесе  1

)(

)(
lim

0


 x

x

xx 


    болса, онда 0õõ  

жағдайда )(x  пен )(x  функциялары эквивалентті шексіз аз функциялар  деп 

атайды да былай белгілейді: )()( xx   . 

 

Тақырып   8.   Бірінші және екінші тамаша шектер. Функцияның 

ҥзіліссіздігі және оның қасиеттері. Кҥрделі функцияның шегі және 

ҥзіліссіздігі. Бір жақты шектер. Біржақты ҥзіліссіздік. Кесіндідегі ҥзіліссіз 

функциялардың қасиеттері: шенелгендігі, ең ҥлкен және ең кіші 

мәндерінің бар болуы, аралық мәндерінің бар болуы 

 

 Бірінші тамаша шек деп 1
sin

lim
0


 x

x

х
 теңдігін айтады. 

   Тригонометриялық функциялардан 0x  кезде шектер табу кезінде 

бірінші тамаша шек ӛте жиі қолданылатындықтан одан туатын салдарды 

дәлелдеуінсіз келтірейік: 

 

 1) 1
arcsin

lim
0


 x

x

х
,  

 2)  1lim
0


 x

tgx

х
,  

 Мысалдар:  

.  
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.  

.  

e
x

x

х













1
1lim      - бұл екінші тамаша шек деп аталады. 

Екінші тамаша шектен туындайтын және басқа да жиі қолданылатын 

функциялардың шектерін келтірейік. 

    

                          1)    e






1

0
1lim  (екінші тамаша шектегі 



1
x ) 

              2) a
x

a x

х
ln

1
lim

0





, 

                 3) , 1
1

lim
0




 x

e x

х
.  

Мысалдар: 

 .  

.  

 
             Анықтама. Егер y = f(x)  функциясы  мына жағдайларда   х0     

нүктесінде үзіліссіз деп аталады: 

 1. Функция  х0   нүктесінде және оның маңайында анықталған болса. 

 2. Функцияның 0xx    жағдайда шегі бар болса. 

 3. Функцияның 0xx   жағдайдағы шегі функцияның осы нүктедегі 

мәніне тең болса. 

 Анықтама. y = f(x)  функциясы  (a, b) интервалының әрбір нүктесінде 

үзіліссіз болса, онда ол осы интервалда үзіліссіз деп аталады.  

Үзіліссіз функциялардың мынадай қасиеті бар: 

 Егер f(x) ,g(x) функциялары сан түзуінің бір ғана аралығында беріліп 

және осы аралыққа тиісті х0   нүктесінде үзіліссіз болса,онда ол нүктеде мына 

функциялар да  

  f(x) +g(x),  f(x)-g(x),  f(x)g(x),  f(x)/g(x) 

үзіліссіз болады. 
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Тақырып   9.   Функцияның туындысы, оның геометриялық және 

механикалық мағынасы. Қосындының, кӛбейтіндінің және бӛлшектің 

туындысы.   Кҥрделі, кері, кері тригонометриялық, параметрлік және 

айқын емес функциялардың туындысы 

 

Анықтама. Функция ӛсімшесінің аргумент ӛсімшесіне қатынасының 

аргумент ӛсімшесі нӛлге ұмтылғандағы шегі бар болса, онда сол шекті 

функцияның x   нүктесіндегі туындысы деп атаймыз. Туындыны былай 

белгілейміз:   f 
'
(x),   y , 

dx

dy
,  яғни   

 
x

xfxxf

x

y
y

xx 











)()(
limlim

00
 

 Функцияның туындысын табу амалы функцияны дифференциалдау деп 

аталады.Сонымен анықтамасы бойынша 

 Геометриялық мағынасы:  у = f(x) функциясының  )( 0xf  туындысы  

функция графигіне (х0; у0 ) нүктесінде жүргізілген жанаманың бұрыштық 

коэффициентіне тең болады. 
   ktgxf  )( 0  

 Туындының физикалық мағынасы:  ),()( 00 tSt   яғни 0t   нүктесіндегі 

жолдың уақыт бойынша туындысы нүктенің  0t   мезгіліндегі жылдамдығын 

береді.Нүкте қозғалысының орташа жылдамдығы: 

   
 

Дифференциалдаудың негізгі ережелері: 
 

С – тұрақты, (x)    ),( vvxuu  - дифференциалданатын функциялар болсын. 

 1)  ;0C  

 2)    ;uCCu 
  

 3)    ;vuvu 


  

 4)    uvvuuv 
 ; 

 5)  ;
2v

uvvu

v

u 












 

 6)  (x);    ),f(y    егер        ,'  uuuyy xux  

 7)     f(x)у   егер    ,
1





y

x
x

y және   )(yx  . 
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Негізгі элементар функциялардың туындылары: 

 1.    1
 nn nxx      10.  

x
ctgx

2sin

1
)(     

 2.    xx ee 


      11.  
21

1
)(arcsin

x
x


  

 3.    aaa xx ln


     12.  
21

1
)(arccos

x
x


  

 4.   
x

x
1

ln 
       13.  

21

1
)(

x
arctgx


  

 5.  
ax

xa
ln

1
)(log       14.  

21

1
)(

x
arcctgx


  

 6.   
10ln

1
lg

x
x 
      15. chxshx )(  

 7.    xx cossin 
      16.  shxchx )(  

 8.  xx sin)(cos       17.  
xch

thx
2

1
)(   

 9.  
x

tgx
2cos

1
)(       18.  

xsh
cthx

2

1
)(   

  . 

Айқын емес функцияның туындысы. 

  x  және y  айнымалыларының мәндері: 

F(x, y) = 0.    

теңдеуімен байланысты болсын. Егер  D  жиынынан алынған  x  

айнымалысының әрбір мәніне  y айнымалысының осы теңдеуді 

қанағаттандыратын бір ғана мәні сәйкес келсе, онда бұл теңдеу y=f(x) айқын  

емес функцияны анықтайды . 

 Айқын емес функцияны дифференциалдау үшін  бұл теңдеудің екі жағын 

да х бойынша дифференциалдап, у-тің х- ке тәуелді екенін ескере отырып, 

шыққан теңдеуден  y' туындысын табамыз. 

  

Мысал. 

 
 

Параметрлік түрде берілген функцияның туындысы былай табылады. 
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Тақырып   10.   Функция дифференциалы.   Қосындының, кӛбейтіндінің 

және бӛлшектің дифференциалы. Жоғарғы ретті туындылар және 

дифференциалдар.  

 

Лейбниц формуласы 
 

Анықтама. Функция ӛсімшесінің функция туындысы мен аргумент 

ӛсімшесінің кӛбейтіндісіне тең, õ -қа қарағанда сызықтық бас бӛлігі xxf  )(  

функциясының дифференциалы деп аталады. Функцияның дифференциалы dy   

немесе  df   таңбасымен белгіленді. Аргументтің дифференциалы оның 

ӛсімшесіне тең: .xdy   Олай болса, функцияның дифференциалы: .)( dxxfdy   

Дифференциалдың негізгі қасиеттері: 

 ,0        .1 dc   мұндағы ;constс   

 ;)(        .2 cducud   

 ;)(        .3 dvduvud   

 ;)(        .4 vduudvuvd   

 .0        ,        .5
2












v

v

udvvdu

v

u
d  

 .)())((        .6 duufufd   

 Функцияның дифференциалы кейбір есептеулерді жуықтап шығару үшін 

қолданады: 
  .)()()( xxfxfxxf   

Берілген y=f(x) функциясының туындысы  xfy   тәуелсіз айнымалы x – 

тің функциясы болады. Сондықтан да, осы функцияның туындысы жӛнінде сӛз 

қозғауға болады және ол   xf  - бірінші ретті туынды деп аталады.  

  Сонымен, бірінші ретті туындыдан алынған туынды – екінші ретті 

туынды , сол сияқты   1n  - ші ретті туындыдан алынған туынды – n - ші ретті 

туынды деп аталады және тӛмендегі түрде жазылады: 

 

  xfy  ,  

    xfxfy 


 , 

 ................................... 

           xfxfy nnn 


 1  

Жоғарғы ретті туындылар физикада жиі қолданылады. Мысал үшін, егер 

y=f(x) – материалдық нүктенің түзу сызықты қозғалу заңдылығы болса, онда  

 xfy   -  қозғалыстың лездік жылдамдығы болатындығы белгілі, ендеше  

 xfy    -  x уақыт кезіндегі материалдық нүкте қозғалысының үдеуі болып 

табылады. 

 Жоғарғы ретті туындыларға бірнеше мысалдар келтірейік. 

  1. xay  ,  10  a   -  кӛрсеткіштік функциясының n - ші ретті туындысын 

табалық. 

 aay x ln , 
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 aay x 2ln , 

 ...................... 

 aay nxn ln  

 Дербес жағдайда, xey  :       xnxn eey  . 

  2. Енді ;sin xy   xy cos  -  тригонометриялық функцияларды 

қарастырайық. 

   












2
sincossin


xxxy , 

    


 xxxy sinsincos , 

   












2

3
sincossin


xxxy , 

 ....................................................., 

     










2
sincossin

n
xxxy

nn . 

 Дәл осы сияқты  xy cos  функциясы үшін 

     










2
coscoscos

n
xxxy

nn  

 Жоғарғы ретті дифференциалдар. Жоғарғы ретті туындыларға сәйкес, 

функцияның бірінші ретті дифференциалынан алынған дифференциал – екінші, 

ал екінші дифференциалдан  алынған дифференциал – үшінші, сол сияқты  

 1n  - ші ретті дифференциалдан  алынған дифференциал - n - ші ретті 

дифференциал деп аталады. Егер y=f(x) функциясының және тәуелсіз 

айнымалы x – тің n - ші ретті туындысы болса, онда        
0... 




 n
dxdxdx  

болғандықтан біртіндеп  
        dxxfxdfdy   

                  2222 )))()()( dxxfdxxfdxdxxfdxxfdxdxxfdxxfdxfdyd   

 

                3222233 ))(()()( dxxfdxdxxfdxxfdxdxxfdxxfdxfdyd   

     .............................................................................................................. ............... 

 

                nnnnnn dxxfdxxfdxfdyd   11  

теңдіктерін аламыз. 

 

Тақырып   11.   Функцияның ӛсу және кему шарттары. Экстремум 

нҥктелері. Экстремум бар болуының қажетті, жеткілікті шарттары.   

Жоғары ретті туындының кӛмегімен функцияны экстремумға зерттеу. 

Иілу нҥктелері. 
 

Анықтама. Егер кез келген ),(, 21 вахх    үшін 21 xх    теңсіздігінен 

)()( 21 xfxf        ))()(( 21 xfxf    теңсіздігі шығатын болса, онда )(xf   функциясы 

 âà,  аралығында ӛседі (кемиді) дейді. 
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 Теорема.  (Функция монотондығының жеткілікті шарты). Егер  âà,  

аралығында дифференциалданатын )(xf   функциясының туындысы осы 

аралықта оң (теріс) болса, онда ол  âà,  аралығында ӛседі (кемиді). 

 Анықтама. Егер 0x нүктесінің бір маңайында )()( 0xfxf   ))()(( 0xfxf   

теңсіздігі орындалатын  болса, онда  0x  нүктесін )(xf   функциясының 

максимум (минимум) нүктесі деп, ал )( 0xf   мәнін )(xf   функциясының  

максимумы (минимумы) деп атайды. 

 Анықтама. Функцияның максимум және  минимум нүктелері 

функцияның экстремум нүктелері деп аталады.  

 Мысал. 

1. y=x²  фукциясының  минимум нүктесі х=0. 

2. y=-|x-3|   функциясының  максимум нүктесі х=3. 

3. у=sinx    функциясының минимум нүктесі nx 


2
2
   және максимум 

нүктесі nx 


2
2
 . 

 Теорема (Экстремумның қажетті шарты). Айталық, f(x)  фунуциясы х0 

нүктесінің  маңайында анықталсын.  Егер х0  - экстремум нүктесі болса онда 

бұл нүктеде 0)( 0  xf   немесе туындысы болмайды. 

1.  y = x²  минимум нүктесі х = 0, және (х²)′ = 2x = 0;   х = 0. 

2.  y = |x| фукциясының минимумы  х = 0 нүктесінде, бірақ бұл нүктеде 

туындысы жоқ. 

Анықтама. Егер функция  х0   нүктесінің маңайында анықталған және 

оның туындысы осы нүктеде нӛлге тең болса немесе туындысы болмаса, онда 

бұл нүктені кризистік нүкте деп атаймыз.  

 Теорема (Экстремумның жеткілікті шарты).  Айталық,  f(x) функциясы х0 

нүктесінің маңайында үзіліссіз болып, дифференциалданатын болса және 

0)( 0  xf  Сонда: 

1) x < x0   болғанда   f ′(x) > 0, x > x0   болғанда  f ′(x) < 0 онда  х0  нүктесінде 

функцияның максимумы болады; 

2) x < x0 болғанда  f ′(x) < 0, ал x > x0  болғанда f ′(x) > 0 , онда х0  нүктесінде 

функцияның минимумы болады. 

3) егер f ′(x) функциясы х0  нүктесінде таңбасын ӛзгертпесе, онда бұл нүкте 

экстремум нүктесі болмайды. 

 Теорема. Айталық f ′(x0) = 0  және бұл функцияның х0 нүктесінің 

маңайында үзіліссіз екінші ретті туындысы бар болса, онда f ′′(x0) < 0 болғанда 

бұл нүктеде функцияның максимумы болады, ал f ′′(x0) > 0, онда – минимум 

болады. 

Анықтама. Егер қисықтың барлық нүктелері (a;b) интервалында 

жүргізілген кез келген жанама нүктелерінен тӛмен жатса, онда бұл аралықта 

қисық дөңес деп аталады. 

 Анықтама. Егер қисықтың барлық нүктелері (a;b) интервалында 

жүргізілген кез келген жанама нүктелерінен жоғары жатса, онда бұл аралықта 

қисық ойыс деп аталады.  
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 Теорема.  Егер (a;b) интервалының барлық нүктелерінде  f ′′(x) < 0  болса, 

онда  y = f(x)  қисығы осы интервалда дӛңес болады. Егер   (a;b) интервалының 

барлық нүктелерінде f ′′(x) > 0  болса, онда y = f(x) осы интервалда ойыс 

болады. 

 Анықтама. Үзіліссіз қисықтың ойыс бӛлігін дӛңес бӛлігінен айырып 

тұрған нүктені қисықтың иілу нүктесі деп атаймыз. 

 Теорема (Иілу нүктесінің қажетті шарты). Егер  қисықтың иілуі 

болтын x0  нүктесінде   y = f(x)  функциясының екінші туындысы бар болса, 

онда бұл нүктеде         0)( 0  xf  .     

 Теорема (Иілу нүктесінің жеткілікті шарты). Егер  y = f(x) функциясы 

х0 нүктесінде екі рет дифференциалданса және осы нүктеден ӛткенде f ′′(x) 

таңбасын ӛзгертсе, онда бұл  иілу нүктесі болады. 

 

Тақырып   12.   Қисықтың асимптоталары.  

Функция графигін салудың жалпы жобасы 

 

Анықтама.  Егер y = f(x)  қисығының айнымалы нүктесі мен  А түзуінің 

ара қашықтығы нүкте шексіздікке ұмтылғанда, нӛлге ұмтылса, онда А түзуін 

осы қисықтың асимптотасы деп атайды. 

 Анықтама. Егер 


)(lim
0

xf
àõ

  немесе 


)(lim
0

xf
àõ

   немесе 




)(lim xf
àõ

 болса, онда àõ   түзуі )(xfy    функциясы графигінің вертикаль 

асимптотасы деп аталады. Мысалы,  
4

1




õ
y   функциясы үшін 4õ түзуі 

вертикаль асимптота болады. 

Анықтама. Егер bkxyk
x

y

xõ



)(lim             ,lim  теңдіктері орындалатындай 

k   және  b  сандары табылатын болса, онда bkxy    түзуі  )(xfy    

функциясының көлбеу асимптотасы деп аталады. 

 Егер 0k   болса, онда  )(lim xfb
x 

   болады. Олай болса, by    түзуі 

)(xfy    функциясының горизонталь асимптотасы деп аталады. 

 

  Функцияны зерттеудің жалпы схемасы қарастырылады.                                

Мысал: 
1

12






x

x
y   зерттеп, графигін тұрғызамыз. 

1. Анықталу облысы: );1()1;( x .  





















 1

1
lim,

1

1
lim,

1

1
lim,

1

1
lim

22

01

2

01

2

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxx
. 

2. )(
1

1)(
)(

2

xf
x

x
xf 




 ,  функция тақ та емес, жұп та емес. 

3. 0)( xf   х-ң ешқандай мәнінде Ох осін қимайды. f(x) < 0  х < 1, f(x) > 0  x 

> 1. 

4.  0
)1(

12

)1(

)1()1(2
)(

2

2

2

2












x

xx

x

xxx
xf   21x . 
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5.  0)(  xf   )21;1()1;21( x  - кему  интервалдары; 0)(  xf   

);21()21;( x  -  ӛсу интервалы .  21x   болғанда )(xf   таңбасын 

«+» тан «-», ендеше, 21x  -  максимум нүктесі.  21x   )(xf    таңбасын «-

»тан «+» ӛзгертеді, сондықтан, 21x  -  минимум нүктесі. 

6. 0
)1(

4

)1(

)1(2)12()1)(22(
)(

34

22










xx

xxxxx
xf  .  

Сондықтан, функцияның иілу нүктесі жоқ. 0)(  xf  егер х < 1, 0)(  xf  егер 

x > 1, е )1;(  -- дӛңестік , ал );1(   - ойыстық интервалы. 

7. у = х + 1 кӛлбеу асимптота  

 
1

12






x

x
у         - функциясының графигін тұрғызамыз.    

                                                                                                                     

                                       у                                                                                                                  

                                                                                                                                                         

                                                                                                   

                                                                                               

                                   1-√2      1  1+√2                                       

 

 

 

              х 

                                          

 
 

 

 

 

 

 

Тақырып   13. Алғашқы функция. Анықталмаған интеграл және оның 

негізгі қасиеттері.  Негізгі интегралдар кестесі. Интегралдаудың негізгі 

әдістері: тікелей интегралдау; айнымалыны ауыстырып интегралдау; 

бӛліктеп интегралдау 

 

Анықтама. Егер [a, b] кесіндісінің кез келген нүктесінде  
   )()( xfxF   

теңдігі орындалса, онда  F(x) функциясы f(x) функциясының алғашқы 

функциясы деп аталады. Алғашқы функциялардың айырмасы тұрақты санға 

тең: 

   F1(x) = F2(x) + C. 

 Анықтама. f(x) функциясының алғашқы функцияларының жиынын 

   F(x) + C. 

осы функцияның анықталмаған интегралы деп атаймыз, былай белгілейміз 
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 Егер функция бір аралықта үзіліссіз болса, онда осы аралықта оның 

анықталмаған интегралы бар болады. Қасиеттері. 

1.  

2.  

3.  

4.   мұндағы u, v, w –  х- тен тәуелді 

функциялар.. 

6.       

Мысал.     

 Ыңғайлылық үшін кӛпшілік элементар функциялардың анықталмаған 

интегралдары мынадай таблицаға жинақталған: 

 
  Интеграл   Мәндері    Интеграл   Мәндері 

1 
 

  -ln|cosx|+C 9 
 

  e
x
 + C 

2 
 

  ln|sinx|+ C 10 
 

  sinx + C 

3 
 

   

11 
 

  -cosx + C 

4 

    

12 

 

  tgx + C 

5 

  

13 

 

  -ctgx + C 

6 

 
ln  

14 

   arcsin  + C 

7 
 

 

15 

  
8 

 
   

16 

    

  

 Интегралдау әдістері: 

Айнымалыны ауыстыру. 

    Теорема. Егер мына интегралды   dxxf )(  есептеу қиын болса, она 

мынадай алмастыру жасаймыз:  )(tx   және  dttdx )( . Сонда: 

   
Мысал. Есептеу керек xdxx cossin . 

 Алмастыру жасаймыз      t = sinx, dt = cosxdt. 
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 Мысал.  

   Орнына қоямыз 

 
 Бөлшектеп интегралдау формуласы. 
                                 uvvuuv )(    

                                  vduudvuvd )( . 

  Екі жағын да интегралдаймыз,  сонда:   vduudvuvd )( ,  

    vduudvuv     немесе   vduuvudv . 

 Осы формуланы бӛлшектеп интегралдау формуласы деп атаймыз. 

  Мысал.  

 

 Мысал.  

  

 
 Формуланы екі рет қолданғанда берілген интегралды қайта алдық, оны 

теңдіктің екінші жағына шығарамыз: 

 

 
 

Тақырып 14. Рационал функцияларды жай бӛлшектерге жіктеу арқылы 

интегралдау 
 

Анықтама.  Элементар бӛлшектерге мыналар жатады: 

  I.  III.  

    II.  IV.  

m, n – натурал сандар ( 2,2  nm  ) ,  b
2
 – 4ac <0.  

Алғашқы екі түрдегі интегралдар t = ax + b алмастыруы арқылы 

интегралданады: 
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 I.    
 

 II.  
           

ІІІ түрдегі интегралды былай түрлендіреміз: 

 
 Мысал.

 
 Мысал.  

 
    

 IV типтегі интегралды былай түрлендіреміз:. 

 М = 0, N = 1. 

  интегралының бӛлімінен толық квадратты айырамыз да, оны 

мына түрге келтіреміз .  Енді мынадай түрлендіру жасаймыз: 

 . 

Екінші интегралды  бӛлшектеп интегралдаймыз. 
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Орнына қоямыз: 

  
  

  
Алынған формула  рекуррентті деп аталады. Егер оны n-1 рет қолдансақ, 

онда,  мына интеграл шығады   . 

   Мысал:   

 
Кез келген рационал функцияны интегралдау элементар рац. Функцияларды 

интегралдауға келтіріледі. 

  Теорема. Егер   
)(

)(
)(

xP

xQ
xR      - дұрыс рационал бӛлшек, бӛлімі P(x) 

мынадай кӛбейткіштерден тұрады: P(x) = (x - a)


…(x - b)


(x
2 
+ px + q)


…(x

2 
+ rx 

+ s)
 

), онда бұл бӛлшек мынадай элементар бӛлшектердің қосындысына 

жіктеледі. 

  

 
 Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – тұрақты сандар. 

  Мысал. Есептеңіз. 

   

 Шешуі. 

   ( , 

   
Ортақ бӛлімге келтіреміз және алымдарын теңестіреміз: 
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 Сонымен: 

 

  
Тақырып 15.  Анықталған интеграл және оның негізгі қасиеттері. Ньютон-

Лейбниц формуласы. Анықталған интегралды есептеу: алмастыру 

әдісімен және бӛліктеп интегралдау 

 

  Айталық,  [a, b]  кесіндісінде үзіліссіз  функция f(x) берілсін. 

  

 
  m және M  арқылы оның [a, b] кесіндісіндегі ең кіші және ең үлкен мәндерін 

белгілейік.[a, b] кесіндісін  мына нүктелермен 

   x0 < x1 < x2 < … < xn 

бӛліктерге бӛлейік.Сонда 

   x1 – x0 = ∆x1, x2 – x1 = ∆x2, … ,xn – xn-1 = ∆xn; 

Әр бӛліктен функцияның ең кіші және ең үлкен мәндерін табайық.. 

  [x0, x1]   m1, M1;  [x1, x2]    m2, M2; … [xn-1, xn]    mn, Mn. 

 Қосындылар құрайық:  

  n = m1∆x1 + m2∆x2 + … +mn∆xn =  

  n = M1∆x1 + M2∆x2 + … + Mn∆xn =  

    қосындысы тӛменгі  интегралдық қосынды,  –  жоғарғы интегралдық 

қосынды деп атаймыз. 
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  mi ≤ Mi, сондықтан  n ≤ n, ал    m(b – a) ≤ n  ≤ n ≤ M(b – a) 

 Әр кесіндінің ішінен  бір εi нүктесін таңдаймыз. 

  x0 < ε1 < x1, x1 < ε2 <  x2,  … , xn-1 < εn < xn. 

Осы нүктелердегі функцияның мәндерін есептеп, f(x) функциясының [a, b] 

кесіндісіндегі интегралдық қосындысы деп аталатын ӛрнекті құрамыз. 

  Sn = f (ε1) ∆ x1 + f(ε2) ∆ x2 + … + f (εn) ∆ xn =  

Сонда:      mi ∆  xi ≤ f (εi) ∆ xi ≤ Mi ∆ xi 

  Осы арадан             

   
  

  Егер      ,  онда  

  

 Анықтама. [a, b] кесіндісін бӛліктерге қалай бӛлгенде де, εi  нүктесін 

қалай таңдап алғанда да, max ∆ xi        0  жағдайында интегралдық қосынды 

 мына  S шегіне ұмтылады, сол шекті f(x) функциясының 

 [a, b] кесіндісіндегі анықталған интегралы деп атаймыз былай белгілейміз : 


b

a

dxxf )(  

а – тӛменгі шек, b – жоғарғы шек, х –  интегралдау айнымалысы, [a, b] – 

интегралдау кесіндісі. Сонымен анықтамасы бойынша 

    

Осы шек бар болғанда f(x)  функциясы [a, b] кесіндісінде интегралданады деп 

аталады. 

    

    

  Теорема. Егер f(x) функциясы  [a, b] кесіндісінде үзіліссіз болса,онда ол 

осы аралықта  интегриралданады. 

  Анықталған  интегралдың қасиеттері:  

1)       

2)       
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3)       

4)      Егер [a, b] аралығында f(x) ≤ ∆ φ(x)  және a < b болса, онда   

 
 5)      Егер  m және M –  f(x)  функциясының  [a, b] кесіндісіндегі ең кіші 

және ең үлкен мәндері болса, онда:  

 
6)  Орта мән туралы теорема. Егер f(x) функциясы [a, b] кесіндісінде үзіліссіз 

болса, онда осы кесіндіде ε  нүктесі табылып, мына теңдік орындалады 

 
 7) Кез келген  a, b, c сандары үшін мына теңдік орындалады: 

 

 8)       

 

 Теорема. ( Ньютон – Лейбниц теоремасы) 

 Егер F(x) – функциясы үзіліссіз  f(x) функциясының алғашқы 

функциясының бірі болса, онда ,       

b

a

aFbFdxxf )()()(        Ньютон – Лейбниц  

формуласы. 

Айнымалыны ауыстыру. 

  
b

a

dxxf )(      интегралы берілсін. мұндағы f(x) – [a, b] кесіндісінде үзіліссіз 

функция . 

Мына формуламен жаңа айнымалы енгіземіз  x = )(t . 

 Сонда, егер  

1) ba  )(   , )(    

2) )(t  және )(t функциялары   ,    аралығында үзіліссіз 

3) ))(( tf   функциясы   , аралығында анықталған болса, онда 

 

    

   Бөлшектеп интегралдау  формуласы. 
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 Егер  )(xu   және )(xv   [a, b] кесіндісінде үзіліссіз функциялар болса, 

және осы аралықта олардың туындылары да үзіліссіз болса, онда мына теңдік 

орындалады: 

 

 

 Тақырып 16.  Анықталған интегралдың геометрияда қолданылуы 

 

 Жазық фигураның ауданын есептеу формулалары: 

1. у=f(x) қисығымен, ОХ осімен және  x=a , x=b түзулерімен шектелген 

қисық сызықты трапецияның ауданы былай табылады: 

    
b

a

dxxfS )(  

2. Егер функцияның  графигі Ох осінен тӛмен жатса, яғни f(x) < 0, онда бұл 

ауданның таңбасы «-»,  ал егер функцияның  графигі Ох осінен жоғары жатса, 

яғни f(x) > 0, онда бұл ауданның таңбасы «+» болады.Сондықтан мұндай 

қисықпен шектелген фигура ауданы былай табылады 

    . 

3. Енді қисық сызықты фигура  мынадай сызықтармен шектелсін. у=f1(x) , 

y=f2(x),    f1(x)<f2(x),   x=a, x=b.  Бұл  жағдайда ауданды мына формуламен 

есептейміз: 

 dxxfxfS

b

a

  )()( 12  

4. Енді қисық сызықты сектордың ауданын қарастырайық. Ол үшін 

полярлық координаталар жүйесіндегі қисықты алайық.Секторды сызатын 

қисықтың бұл жүйедегі үшін теңдеуі )( f ,  мұндағы ρ -  радиус – вектордың 

ұзындығы, ал φ - осы радиус – вектордың полярлық осьпен жасайтын бұрышы. 

Қисық сызықты сектордың ауданы:  

 
   Енді қисықтың теңдеуі параметрлік түрде берілсін 

21)(),( ttttytx      

Сонда осындай қисықпен шектелген фигураның ауданы былай табылады: 

                                                        
2

1

)()(

t

t

dtttS   

 Доғаның ұзындығын есептеу.  

 у= f(x)  үзіліссіз қисығын    [a, b] кесіндісінде қарастырайық. Осы доғаның 

ұзындығы 
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Егер қисық сызық х = φ(t), у = Ψ(t) параметрлік түрде берілсе, онда қисық 

ұзындығы 

, 

  Енді қисық полярлық  координаталармен  )( f берілсе, онда 

 
  Мысал. х

2
 + y

2
 = r

2
 теңдеуімен берілген шеңбердің ұзындығын табу керек. 

  1 -әдіс.  Теңдеуден у ӛрнектейміз. . Туындысын табамыз. 

         

Сонда  

 
    rS  2 . 

  2 -әдіс. Берілген теңдеуді полярлық түрге кӛшіреміз: r
2
cos

2
φ + r

2
sin

2
φ = r

2
,  

  rf  )(  ,   0
)(







d

df
, 

сонда 

 

 Дененің кӛлемін есептеу формуласы:  

мұндағы Q = Q(x) -кӛлденең қиманың ауданы. 

   

 Мысал. Радиусы R –ге тең шардың кӛлемін табайық. 

  Шардың кӛлденең қимасының  радиусы у-ке тең  дӛңгелек, оны былай 

ӛрнектейміз:     . 

Сондықтан аудан: Q(x) = . 

Шардың кӛлемі: 

. 

Айналу денесінің көлемі : 

 

Айналу денесінің бетінің ауданы 

       . 
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Тақырып 17.  Кӛп айнымалы функция туралы тҥсінік. Анықталу облысы, 

графигі. Функцияның шегі, ҥзіліссіздігі. Дербес туындылар. Толық  

дифференциал және оның дербес туындылармен байланысы. Бағыт 

бойынша туынды, градиент. Айқын емес функциялар. Олардың бар болуы 

туралы теоремалар. Айқын емес функцияларды дифференциалдау. 

 

Айталық, М0 кеңістіктің қандай да бір тиянақты нүктесі болсын.Сонда 

осы нүктенің   - маңайы деп центрі  М0 нүктесінде жатқан, ал радиусы  - ға 

тең болатын шардың барлық  ішкі нүктелерінің жиынын айтады. Егер оң    

саны табылып, М нүктесінің   - маңайы толықтай қалауымызша алынған {M} 

жиынына тиісті болса, онда М нүктесі кеңістік нүктелерінің {M} жиынының 

ішкі нүктесі деп аталады. Қарсы жағдайда сыртқы нүктесі деп аталады. 

 Егер М нүктесінің кез келген   - маңайы {M} жиынының ішкі нүктелерін 

де, сондай-ақ сыртқы нүктелерін де қамтитын болса, онда М нүктесі осы 

жиынның шекаралық нүктесі деп аталады.Ал барлық шекаралық нүктелер 

жиыны осы жиынның шекарасы деп аталады. 

 Анықтама. Егер белгілі бір заңдылықпен n  - ӛлшемді  Dx нүктесінің 

әрбір мәніне келесі бір z айнымалысының белгілі бір мәні сәйкес кеіп отырса, 

онда zайнымалысы х1,х2,...,хn  айнымалыларының функциясы деп аталады.Былай 

белгілейміз  z=f(x1,x2,…xn) 

  Екі аргументті функция үшін айтылған тұжырымдар басқа функциялар 

үшін орындалады.  

Анықтама.  Егер ӛзара тәуелсіз х және у айнымалыларының әрбір қос (х, 

у) мәніне қандай да бір заңдылықпен басқа бір  z айнымалының бір немесе 

бірнеше мәні сәйкес келіп отырса, онда z айнымалысын осы екі аргументтің 

функциясы деп атаймыз.   z = f(x, y) Анықтама.  Егер әрбір қос (х, у) мәніне  z 

айнымалысының бір ғана мәні сәйкес келсе, ондай функция бір мәнді деп, ал 

екі немесе одан да кӛп мән сәйкес келсе кӛп мәнді функция деп аталады. 

Анықтама. z  функциясының анықталу облысы деп z функциясын 

анықтайтын қос (х, у) мәндерінің жиынын айтады. 

 Анықтама. М0(х0, у0)  нүктесінің радиусы  r – тең маңайы деп  мына 

шартты қанағаттандыратын  барлық (х, у) нүктелерінің жиынын айтады  

. 

  Анықтама.   Егер әрбір ε > 0  саны үшін  r >0 саны табылып, rMM 0    

шартын қанағаттандыратын кез келген М(х, у), нүктесі үшін мына шарт 

орындалса   Ayxf ),( , онда  А санын f(x, y) функциясының  М(х, у) 

нүктесінің  М0(х0, у0) ұмтылғандағы шегі деп атаймыз. Былай белгілейміз  

Ayxf

yy
xx






),(lim

0

0

.     

 Анықтама.  Айталық М0(х0, у0)  нүктесі f(x, y) функциясының анықталу 

облысына кіретін болсын.  Сонда, егер  
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орындалса, онда z = f(x, y)  функциясы М0(х0, у0) нүктесінде үзіліссіз деп 

аталады.Егер қандай да бір нүктеде бұл шарт орындалмаса , онда функция осы 

нүктеде үзілісті деп аталады.Ол мына жағайларда болуы мүмкін: 

 1)      z = f(x, y) функциясы М0(х0, у0) нүктесінде анықталмаған,. 

 2)       ),(lim

0

0

yxf

yy
xx




 шегі болмайды. 

 3)       Бұл шек бар, бірақ  f( x0, y0) –ге тең емес. 

 

Айталық,  бір облыста функция z = f(x, y) берілсін. Кез келген  М(х, у) 

нүктесін аламыз да х  айнымалысына ∆х  ӛсімшесін береміз, ал у –ті тұрақты 

етіп қалдырамыз.Сонда  ∆xz = f( x + ∆x, y) – f(x, y) ӛрнегі функцияның х 

бойынша дербес ӛсімшесі деп аталады.Мына қатынасты қарайық.  

. 

 Сонда      шегі функцияның х бойынша дербес туындысы деп 

аталадыжәне былай белгіленеді:  

Сол сияқты у бойынша дербес туындысы былай анықталады. 

 

 Мысал 1    .

xz

yxz

xyyxz

y

x

23

23

23

2

3







 

2. yx zzyxz  ,)23(sin 2   туындыларын табайық. 

 
).23(2sin22)23cos()23sin(2

),23(2sin33)23cos()23sin(2

yxyxyxz

yxyxyxz

y

x




 

Функцияның толық ӛсімшесі және толық дифференциалы. 

 Анықтама. F(x, y) функциясы үшін мына ӛрнек ∆z = f( x + ∆x, y + ∆y) – 

f(x, y). 

  оның толық өсімшесі деп аталады.   

 Анықтама. yxy
y

yxf
x

x

yxf
z 









 21

),(),(
   ӛрнегі  f(x,y) 

функциясының толық ӛсімше деп аталады, мұндағы α1 және α2 – ∆х → 0 , ∆у → 

0 шексіз  аз функциялар. Функцияның толық дифференциалы деп толық 

ӛсімшенің мына сызықтық бӛлігін айтамыз. 

   
 Кез келген кӛп айнымалының функциясы үшін: 

  
  Айталық функция f(x, y)  (х, у) нүктесінде дифференциалданатын 

болсын.Осы функцияның толық ӛсімшесін табайық 
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 Осы формулаға мына ӛрнекті қоятын болсақ 

  
мынадай жуықтап есептеу формуласын аламыз 

  

   Мысал.  ӛнегінің жуық мәнін табу керек    x = 

1, 

 y = 2, z = 1. 

 Шешуі. Мынаны анықтаймыз ∆x = 1,04 – 1 = 0,04,      ∆y = 1,99 – 2 = -0,01,

 ∆z = 1,02 – 1 = 0,02. 

 Функцияның мәнін санаймыз  u(x, y, z) =  

Дербес туындыларын табамыз: 

  

  

  
Функцияның толық дифференциалы: 

   

  

  
  Бұл ӛрнектің дәл мәні              1,049275225687319176.   

   Күрделі функцияның туындысы.  

 );( vuFz   теңдеуіндегі u,v айнымалылары х пен у –ке тәуеді функциялар 

болсын. Яғни  );();;( yxvyxu   . Бұл жағдайда z функциясы x пен y-тің 

күрделі функциясы деп аталады. 
   );();;( yxyxFz    

 Айталық );( vuFz  ; );();;( yxvyxu    функциялары ӛздерінің барлық 

аргументтері бойынша дербес туындылары бар функциялар болсын. Сонда 

y

z

x

z








;  туындыларын қалай есептейміз. Толық ӛсімшенің мына түрін алайық 

  vuv
v

F
u

u

F
z xxxx 









 21   

  
x

v

x

u

x

v

v

F

x

u

u

F

x

z xxxx
































21   

  0;0;0;0;0 21  vux xx   

Осы арадан: 
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x

v

v

F

x

u

u

F

x

z






















        

y

v

v

F

y

u

u

F

y

z






















 

 Функцияның толық туындысы. 

 Енді мынадай  функцияны қарастырайық. 

 z=F(x,y,u,v) , мұндағы  аргументтер х –ке тәуелді функциялар болсын. 

)(),(),( xvxuxfy    сонда  берілген функция да х-тің функциясы болады. 

Ендеше оның х бойынша туындысы былай табылады: 

  
dx

dv

v

z

dx

du

u

z

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz



















  

Бұл – функцияның толық туындысы деп аталады.  

 Енді  күрделі функцияның толық дифференциалын табайық. Ол үшін 

мына формуланы пайдаланамыз: 

  dy
y

z
dx

x

z
dz









  

  dy
y

v

v

F

y

u

u

F
dx

x

v

v

F

x

u

u

F
dz 

































 













  

Теңдіктің оң жағына мынадай түрлендірулер жасаймыз: 

  










































 dy

y

v
dx

x

v

v

F
dy

y

u
dx

x

u

u

F
dz  

Осы арада мынаны ескереміз: 

  ;dudy
y

u
dx

x

u










 

  dvdy
y

v
dx

x

v










 

Олай болса: 

  dv
v

F
du

u

F
dz









  

  dv
v

z
du

u

z
dz









 . 

Алынған формулаларды салыстыра отырып толық дифференциалдың түрі 

инвариантты екенін байқаймыз. 

 

Тақырып 18.  Жоғары ретті дербес туындылар мен толық 

дифференциалдар.Кӛп  айнымалы функцияның экстремумы. 
 

  Егер функция f(x, y)   D облысында анықталған және үзіліссіз болса, онда 

),(),,( yxfyxf yx
    дербес туындылары  да осы арада анықталған болады.  

 Осы функциялардың туындыларын екінші ретті туындылар деп атаймыз. 

    

   
Осы процесті қайталау нәтижесінде одан да жоғарғы ретті туындыларды 

табамыз. 
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Мына түрдегі
2

3

2

322

;;;
yx

z

yx

z

xy

z

yx

z
















 т.с.с. дербес туындыларды аралас 

туындылар деп атаймыз. 

Теорема.  Егер функция f(x, y)  және оның дербес 

туындылары    М(х, у) нүктесінде және оның аймағында анықталған 

және үзіліссіз болса, онда мына теңдік орындалады: 

  . 

Яғни жоғарғы ретті аралас туындылар дифференциалдау тәртібіне тәуелді 

емес.Осы сияқты жоғарғы ретті дифференциалды айқындаймыз.  

  

  

  

  
  Мысалдар. 

  Енді u(x, y, z) функциясын үзіліссіз және үзіліссіз дербес 

туындыларымен қарастырайық. Сонда ол үшін мынадай теңдік жазуға болады: 

 , 

мұндағы ε1, ε2, ε3 –  шексіз аздар,  .  

Геометриялық тұрғыдан алғанда: 

  
 Сонымен былай жазуға болады: 

 ;  

  
  

 Мұндағы s шамасы- скаляр. Ол тек  векторының бағытын білдіреді.Осы 

арадан 

 Анықтама . 
S

u

S 



 0
lim   шегі u(x, y, z) функциясының    векторының 

бағыты бойынша ( x, y, z) нүктесіндегі туындысы деп аталады.. 

  Анықтама. Егер  D  облысында берілген  u = u(x, y, z) функциясы үшін 

координаталары осы функцияның сәйкес нүүктедегі дербес туындыларына  

яғни
z

u

y

u

x

u












;;   тең   вектор берілсе, ондай векторды осы функцияның градиенті 

деп атаймыз 

   k
z

u
j

y

u
i

x

u
gradu














  
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 Кӛп айнымалы функцияның экстремумы. 
 

 Анықтама. Егер қандай да бір облыста анықталған  z = f(x, y) функциясы 

үшін М0(х0, у0) нүктесінің маңайында мына теңсіздік орындалса, 

    
 онда М0  нүктесі  максимум нүктесі болады. 

 Анықтама. Егер қандай да бір облыста анықталған  z = f(x, y) функциясы 

үшін М0(х0, у0) нүктесінің маңайында мына теңсіздік орындалса, 

    
онда М0 -  минимум нүктесі болады. 

  Теорема. (Экстремумның қажетті шарты).  

Егер f(x,y) функциясы (х0, у0) нүктесінде  экстремум қабылдаса,онда бұл 

нүктеде оның бірінші ретті дербес туындылары нольге тең болады 

,  немесе ең болмағанда біреуі жоқ болады. 

 Бұл нүктені (х0, у0) кризистік нүкте деп атайды. 

  Теорема. (Экстремумның жеткілікті шарты).  

 Айталық, (х0, у0) нүктесінің маңайында функция f(x, y) –тің үзіліссіз екінші 

ретті дербес туындылары бар ьолсын.Мына ӛрнекті қарастырамыз: 

 
1)   Егер D(x0, y0) > 0, онда (х0, у0) нүктесінде f(x, y) функциясының экстремумы 

болады, егер  

 - максимум, егер   - минимум. 

2)      Егер  D(x0, y0) < 0, онда (х0, у0) нүктесінде функция f(x, y)  экстремум мән 

қабылдамайды. 

 D = 0 болғанда экстремумның бар- жоқтығы туралы тұжырым жасай 

алмаймыз. 

  Шартты экстремум. Егер u = f( x, y) функциясына кіретін х және у 

ӛзара тәуелді болса, яғни мынадай байланыс болса (х, у) = 0,  онда шартты 

экстремум табылады.Бұл теңдеу  - байланыс теңдеуі. 

 Сонда u = f(x, y(x)). 

   

Экстремум нүктелерінде: 

   0










dx

dy

y

f

x

f

dx

du
     (1) 

және: 

          (2) 

 (2) теңдікті λ  санына кӛбейтіп,  (1) теңдікпен қосамыз. 
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 Осы шарт орындалуы үшін анықталмаған λ коэффициентін мына үш теңдеулер 

жүйесі орындалатындай етіп табамыз: 

   
 Бұлар шартты экстремумның  қажетті шарттары, бірақ жеткілікті емес. 

Сондықтан қосымша зерттеуді қажет етеді. 

  u = f(x, y) + λ φ(x, y)  Лагранж функциясы. 

 Лагранж функциясын қолданып  экстремум нүктелерін табу Лагранж 

көбейткіштері әдісі деп аталады. 

 

     Тақырып 19. Дифференциалдық теңдеулерге келтірілетін физикалық 

есептер. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер. Коши есебі. 
 

Тәуелсіз айнымалы х – ті, белгісіз функция  xyy   – ті және оның 

тәуелсіз айнымалы бойынша алынған әр түрлі ретті туындыларын 

байланыстыратын теңдеуді дифференциалдық теңдеу деп атайды.     
   0,y,y,yx,y,F n                                        

Теңдеудегі туындының ең жоғарғы реті дифференциалдық теңдеудің 

реті деп аталады. Дифференциалдық теңдеуге қойғанда қанағаттандыратын 

 xyy   функциясын деңдеудің шешімі дейді. Шешім бір мәнді емес, шексіз кӛп 

мәнді болады. сондықтан, теңдеудің жалпы шешімі деп теңдеудің реті қанша 

болса, сонша тәуелсіз тұрақты шамалары бар шешімді айтады. Жалпы 

шешімнен тұрақты шамаларға нақты мән беру арқылы алынған шешім дербес 

шешім болады. Егер  xyy   функциясы шешімнен алынғанмен теңдеуді 

қанағаттандырса, онда ол ерекше шешім болады. Дифференциалдық теңдеудің 

шешімін табуды оны интегралдау деп атайды. Дифференциалдық теңдеу 

шешімінің графигі дифференциалдық теңдеудің интегралдық қисығы деп 

атайды. Егер теңдеудің шешімі у арқылы айқындалмаған болса, онда ондай 

шешімін жалпы интеграл деп атйды. Жалпы шешім барлық дербес шешімдерді 

біріктіретін шешім Коши есебі деп дифференциалдық теңдеудің   00 yxy  , 

  00 yxy  ,,     
0

1n
0

1n yxy    шарттарын қанағаттандыратын шешімін табуды 

айтады. 

Егер дифференциалдық теңдеудегі белгісіз функция тек бір айнымалыға 

ғана тәуелді болса, онда дифференциалдық теңдеу қарапайым 

дифференциалдық теңдеу деп, ал белгісіз функция бірнеше айнымалыға тәуелді 

болса, онда дифференциалдық теңдеу дербес дифференциалдық теңдеу деп 

аталады.     
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Мысалы, 3 23 yy  – жалпы шешімі –  3cxy  . 

Бірақ 0y – ерекше шешім, ӛйткені, жалпы шешімнен алынбаған теңдеуді 

қанағаттандырады. 

 

Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулердің тҥрлері: 

1. Айнымалылары ажыратылған және айнымалылары 

ажыратылатын дифференциалдық теңдеулер. 
 

а)     0 dyyQdxxP  теңдеуі айнымалылары ажыратылған 

дифференциалдық теңдеу (х – тері бір бӛлек, у – тері бір бӛлек) деп аталады. 

    CdyyQdxxP   – оның жалпы интегралы. 

б)         02211  dyyQxPdxyQxP  теңдеуі айнымалылары ажыраты-латын 

дифференциалдық теңдеу. Бұл теңдеудің екі жағын     012 yQxP  бӛлсек, онда 

  
 
 

 
 

0
1

2

2

1  dy
yQ

yQ
dx

xP

xP
  

теңдеуі шығады, оның жалпы интегралы 

   
 
 

 
 

Cdy
yQ

yQ
dx

xP

xP
 

1

2

2

1   

болады. 

в)  cbyaxy  f , мұндағы a, b, c – сандар, теңдеуін zcbyax   

алмастыруы арқылы айнымалылары ажыратылатын дифференциалдық 

теңдеуге келтіріледі. 

Мысалы: 
x

y
y   

Шешуі: 
x

y

dx

dy
 , 

x

dx

y

dy
 ,  

  
x

dx

y

dy ,  

 Cxy lnlnln  ,  

 
x

C
y  – теңдеудің жалпы шешімі. 

 

2. Біртекті теңдеу 

 Егер    yxttytx, n ,ff   теңдігі орындалса, онда  y,xf  функциясы n – 

өлшемді біртекті функция деп аталады.  

   Кез келген  түріндегі теңдеу біртекті деп аталады. 

Біртекті теңдеулер айнымалысы ажыратылатын теңдеуге келтіріле отырып 

шешіледі. 

Бұл теңдеуді шешу үшін  y = ux,  алмастырулары қолданылады: 
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  Интегралды таба отырып, u функциясының орнына х және у арқылы 

ӛрнектелген мәнін алмастырып, біртекті теңдеудің жалпы шешімін аламыз. 
 

а) Егер 0
11


ba

ba
, онда tybxa  11  белгілеу керек. 

 

Мысалы: 
12

12






yx

yx
y  теңдеуінің жалпы интегралын табыңдар. 

 

Шешуі: 03
12

21
   









012

012

yx

yx
   









1

1

0

0

yy

xx
 

 

1 ux , 1y , dudx  , ddy   

Орнына қоямыз: 

 









u

u

du

d

2

2
 – біртекті теңдеу. 

tu  алмастыруы арқылы біртекті теңдеуді шешеміз. Содан кейін 1 xu , 

1 y  мәндерін қойып,  

    yxcxy 
3

2  

Бұл берілген теңдеудің жалпы интегралын табамыз. 

 

Тақырып 20.  Біртекті және біртекті емес сызықтық дифференциалдық 

теңдеулер. Жалпы шешімінің құрылымы. Лагранждың кез келген 

тұрақтыларды вариациялау әдісі. 

 

3. Сызықтық теңдеу 

а) Егер белгісіз функция у және оның туындысы y  арқылы бірінші 

ретті дифференциалдық теңдеу сызықты болса, онда оны сызықтық теңдеу 

дейді және ол мына түрде жазылады: 

   xqyxpy                                                   (1) 

Егер   0xq , онда (1) теңдеу біртекті деп аталады. 

Егер   0xq , онда (1) теңдеу біртекті емес деп аталады. 

Сызықтық теңдеуді интегралдау әдістері: 

1) Тұрақтыны вариациялау әдісі (Ланграж әдісі) 

Ең алдымен (1) теңдеуге сәйкес біртекті сызықтық теңдеуді алып, оның жалпы 

шешімін табамыз: 

  0 yxpy                                                     (2) 

 xp
y

dy
      Cdxxpy lnln      

 dxxp

cey 


– бұл біртекті сызықтық теңдеудің 

жалпы шешімі. 

Берілген (1) теңдеудің жалпы шешімін табу үшін (2) теңдеудің жалпы 

шешіміндегі тұрақты шаманы х айнымалысына тәуелді  хсс   функциясы деп 

алып, вариациялаймыз, яғни (1) теңдеуді қанағаттандыратындай етіп таңдап 

аламыз. Беріліген теңдеудің жалпы шешімін мына түрде іздейміз: 
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 
 dxxp

eхcy 


                                               (3) 

х бойынша дифференциалдаймыз: 

 
 dxxp

eхcy 


–     
 dxxp

expхc                     (4) 

(1) теңдеуге қоямыз. Сонда  
 

 xqeхc
dxxp

  

   
 dxxp

exqхc 


,    
 

Cexqхc
dxxp

 


         (5) 

(5) – ті (3) қойсақ, 
 

 
 









 



Cexqey
dxxpdxxp

 – бұл (1) теңдеудің жалпы шешімі. 

 

2) Бернулли әдіcі. 

(1) теңдеудің жалпы шешімін екі функцияның кӛбейтіндісі ретінде 

іздестіруге болады, яғни  uy , мұндағы  xuu  ,  x   алмастырумен де 

шешуге болады. 

б) Бернулли теңдеуі 

     nyxqyxpy  , Rn , 0n , 1n   

Бұл Бернулли теңдеуі деп аталатын теңдеуді сызықтық теңдеуге келтіруге 

болады. Оны да  uy  алмастыруымен шешуге болады. 
 

4. Толық дифференциалды теңдеу. 

а) Егер     dy
y

u
dx

x

u
dyx,yQdxx,yP









  қанағаттандырса, онда 

    dudyx,yQdxx,yP   – белгісіз  yxr ,  функциясының толық дифференциалы 

болады. олай болса,     0 dyx,yQdxx,yP     (1) теңдеуді толық дифференциалды 

теңдеу деп аталады.  

Ол үшін  

x

u
P




 , 

y

u
Q




  

yx

u

y

u








 2

,  

yx

u

x

Q








 2

   
x

Q

y

P









  

Бұл толық дифференциал болудың шарты. Толық дифференциалды теңдеуді 

  0, yxdu  түрінде жазуға болады. оның жалпы интегралы   Cyxu , . 

    CdyyyQdxxxP

y

y

x

x

 
00

00 ,,   

Бұл толық дифференциалды теңдеудің жалпы интегралы. 

б) Кейде (1) теңдеу толық дифференциалды теңдеу болмағанымен, 

 x,yμ  кӛбейткіші арқылы толық дифференциалды теңдеуге келтіруге болады. 

Мұндай функция  x,yμ – интегралдау кӛбейткіші деп аталады. 

    0 dyx,yμQdxx,yμP  теңдеуді толық дифференциалдау теңдеу болады, 

яғни     
   

x

μQy

y

μP







  

орындалады. 
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   xμμ    
 dxx

eμ 


,  
Q

x

Q

y

P

x









  

  yμμ    
 dxy

eμ 


,  
P

x

Q

y

P

y









 . 

1.  y,xy f  немесе   0,, yyxF  бірінші ретті теңдеулер негізінен 

қарастырылған тӛрт түрдің біреуіне келтіріледі. 

2. Кейде ерекше түрлері мен шешімдері болады: 

Мысалы,  

а) Ланграж теңдеуі         yψyxy    

Жалпы шешімі             
 
     








pψpp,cxy

p,cxx


, yp  – параметр. 

б) Клеро теңдеуі           yψyxy   (Ланграж теңдеуінің дербес түрі) 

Оның жалпы шешімі     CCxy  ,  yC  – параметр. 

Мысалы,  

y

a
yxy

2
 ,  consta   – Клеро теңдеуі 

C

a
Cxy

2
  – жалпы шешімі. 

 

Тақырып 21. Жоғары ретті дифференциалдық теңдеулер. Коши есебі.  

Реті тӛмендетілетін дифференциалдық теңдеулер. 
 

Анықтама.   түріндегі теңдеу n ретті дифференциалды 

теңдеу деп аталады. 

  Кейде бұл теңдеу былайша да беріледі:  

 Бірінші ретті дифференциалды теңдеулер сияқты жоғары ретті 

дифференциалды теңдеулердің де шексіз кӛп шешімі болады.  

   Анықтама. Егер  

болса, онда  теңдеуі  бастапқы шарттарын 

қанағаттандырады деп айтылады. 

  Анықтама.  бастапқы шарттарын қанағаттандыратын 

 теңдеуінің шешімін табу Коши есебі деп аталады.  

   Дифференциалды теңдеудің ретін тӛмендету - жоғары ретті 

дифференциалды теңдеуді шешудің негізгі әдісі. Бұл әдіспен теңдеудің 

шешімін оңай табуға болады. 

   Анықтама. у функциясы және оның   туындыларына қатысты  

   

түріндегі теңдеу n – ші ретті сызықтық дифференциалды теңдеу деп аталады. 

мұндағы  p0, p1, …,pn –х-қа тәуелді функция немесе тұрақты шамалар. (p0≠  0) 

 Теңдеудің сол жағын L(y) деп белгілейік. 
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  Анықтама. Егер f(x) = 0 болса,онда L(y) = 0 теңдеуі сызықтық біртекті 

дифференциалды теңдеу деп,  ал егер f(x) ≠ 0 болса, онда L(y) = f(x)  теңдеуі 

сызықтық біртекті емес деп, егер барлық p0, p1, p2, … pn коэффициенттері– 

тұрақты сандар болса,онда L(y) = f(x) теңдеуі жоғарғы ретті тұрақты 

кооэффициентті сызықтық дифференциалды теңдеу деп аталады. 

   Сызықтық біртекті дифференциалды теңдеудің шешімі: 

 1)Егер у1 функциясы теңдеудің шешімі болса,онда Су1 функциясы да  шешімі 

болады, мұндағы С – тұрақты сан. 

  2) Егер у1 и у2  функциялары теңдеудің шешімі болса, онда  у1 +у2 функциясы 

да  шешімі болады.  

    Теорема. Егер дифференциалды теңдеу  түрінде 

беріліп, бір дара шешімі  у = у1 белгілі болса,онда жалпы шешімі тӛмендегі 

формуламен табылады: 

   
 

1.    xy n f  

Шешуі.     1

1 f Cdxxy n  
  

                   21

2 f CdxCdxxy n  
  

              ....................................................... 

                nn

n

CxC
n

x
Cdxdxxy 


 



 1

1

1
1

f   

Мысалы: xy 12  

Шешуі:    1

2

1

2

6
2

1212 CxC
x

dxxy    

                   21

3

1

2 26 CxCxdxCxy    

                   32

2

1

4

21

3

22
2 CxC

x
C

x
dxCxCxy    – теңдеудіңжалпы шешімі. 

 

2.        0,,, 1  nkk yyyxF   теңдеуін шешу үшін 
  zy k  ,   zy k 1 ,  

   knn zy  ,  xzz   алмастыруын жасаймыз. Сонда теңдеу мына түрге 

келтіреді: 
 

   0,,,  knzzzxF  – бұл  kn  – ретті дифференциалды теңдеу. Демек, берілген 

теңдеудің реті k бірлікке тӛмендеді. 
 

Мысалы: 0 yyx  
 

Шешуі:    zy  , zy   

                         0 zzx  
x

dx

z

dz
   1lnlnln Cxz    xCz 1 . 

                          xCy 1   2

2

2
2

C
x

Cy     32

3

1
!3

CxC
x

Cy   
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3.    0,,,  nyyyF  – тәуелсіз айнымалы айқын түрде кірмеген теңдеу. 

Бұл теңдеуді шешу үшін py  ,  ypp     
dy

dp
p

dy

dp

dx

dp
y   

  042  yyyyy  
 

Шешуі: py  , 
dy

dp
py   

  04  pyp
dy

dp
py   04 








 yp

dy

dp
yp  

1. 0p    0y    Cy   

2. yp
dy

dp
y 4 – біртекті теңдеу  

 uyp  , uyup   

 yuyuyuy 42     
y

dy
du

4
    1lnln4 Cyu      

  yCyp ,ln4     yCy
dy

dx
,ln4  

 

4.    0,,,  nyyyxF   

                  py  ,  xpp  , py  ,,    1 nn py  

                     0,,, 1  npppxF   
 

 Мысалы: 0



x

y
y  теңдеуін шешіңдер. 

 Шешуі: py  , py  ,  xpp   

 

Тақырып 22.   Коэффиценттері тұрақты сызықты дифференциалдық  

теңдеулер. Оң жағы арнайы тҥрде болатын теңдеулер 

 

                xyxayxayxay n

nnn f2

2

1

1        

бұл сызықтық біртекті емес n – ретті дифференциалдық теңдеу, мұндағы 

 xai , ni ,2,1 – үзіліссіз функциялар. 

1.   0x f ,             02

2

1

1   yxayxayxay n

nnn                    

бұл   біртекті сызықтық дифференциалдық теңдеу. 

Біртекті  сызықтық дифференциалдық теңдеуінің жалпы шешімі  

  nn yCyCyCy  2211 , 

 мұндағы nyyy ,,, 21  – (2) теңдеудің сызықтық тәуелсіз дербес шешімдері. 

2.      xyxayxay f21   –   біртекті емес   0f x  теңдеудің тұрақтыны 

вариациялау әдсімен шешейік. Ол үшін бірінші ретті сызықтық теңдеудегі 

сияқты 2211 yCyCy   сәйкес біртекті теңдеудің жалпы шешіміндегі  xCC 11  , 

 xCC 22   деп атаймыз. 

       2211 yxCyxCy                                             (1) 
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           22112211 yxCyxCyxCyxCy   

y– бұрынғы түрін сақтап қалу үшін 

       02211  yxCyxC   

деп аламыз. Сонда  
       2211 yxCyxCy    

болып қалады. 
           22112211 yxCyxCyxCyxCy    

тағы да  
        xyxCyxC f2211    

 теңдеуді қанағаттандыруы керек болғандықтан  xf – ке теңейміз. Сонда  

   
   

     







x

yxCyxC

fyxCyxС

0

2211

2211      xC1 ,  xC2  табамыз. 

Содан кейін (1) теңдікке апарып  xC1 ,  xC2  мәндерін қойып, берілген   

теңдеудің жалпы шешімін табамыз. 
  

Тұрақты коэффициентті сызықтық дифференциалдық теңдеулер. 

 

        02

2

1

1   yayayay n

nnn                                              (1)  

мұндағы ia , ni ,1 – тұрақты шамалар. 

(1) – тұрақты коэффициентті сызықтық дифференциалдық теңдеу. 

(1) теңдеудің шешімін kxey   түрінде іздейміз.  
kxkey  , kxeky 2 ,,   kxnn eky   

(1) теңдеудегі  nyyy ,,,   орындарына мәндерін қоямыз. Сонда 

    01

1

1  



nn

nnkx akakake  .  

 01

1

1  



nn

nn akakak     (2),  0ekx    

(2) теңдеу (1) теңдеудің мінездемелік теңдеуі деп аталады. 

  01

1

1  



nn

nn akakak   

  мінездемелік теңдеудің n түбірі бар .Әрбір ki түбірге сәйкес дифференциалдық 

теңдеудің шешімі табылады.  

 Біртекті емес сызықтық  дифференциалдық  теңдеу. 

                  xyxayxayxay n

nnn f2

2

1

1          

  түріндегі теңдеу n-ретті біртекті емес сызықтық дифференциалдық  теңдеу  

деп аталады. 

Теорема.              xyxayxayxay n

nnn f2

2

1

1     -сызықтық  біртекті 

емес  дифференциалдық  теңдеудің жалпы шешімі оған сәйкес біртекті 

теңдеудің жалпы шешімі мен біртекті емес теңдеудің дербес шешімдерінің 

қосындысынан тұрады. 

   Сызықтық  біртекті емес  дифференциалдық  теңдеудің жалпы шешімін табу 

үшін тұрақтыны вариациялау әдісі қолданылады. 

 Алдымен берілген теңдеуге сәйкес біртекті  теңдеудің жалпы шешімін 

табу керек. Ол  мына түрде жазылады: 
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Содан соң,   Ci   коэффициенттерін  х-тің функциялары деп есептеп,  біртекті 

емес  теңдеудің дербес шешімін табу керек: 

   
  Тұрақты  коэффициентті  сызықтық  біртекті  емес   

дифференциалдық теңдеу деп, мұндағы  

түріндегі теңдеуді айтады. Теңдеудің жалпы шешімі у(х)=у0(х)+ỹ(х) түрінде 

жазылады,мұндағы у0(х)-сәйкес біртекті теңдеудің шешімі,ал ỹ(х)-теңдеудің 

дербес шешімі. 

 

Тақырып 23. Сандық қатарлар. Жинақтылығы және қатардың 

қосындысы. Жинақтылықтың қажетті шарты. Жинақталатын қатарларға 

қолданылатын амалдар.  Мҥшелері оң таңбалы қатарлар. 

Жинақтылықтың жеткілікті белгілері 

 

Анықтама. Шексіз сандық тізбектің ,...,...,, 21 nuuu   қосындысын сан қатары 

деп атаймыз. 

 

 ,..., 21 uu   сандары қатардың мүшелері, ал  un – қатардың жалпы мүшесі. 
 

 Анықтама. 



n

k

knn uuuuS
1

21 ... ,     n = 1, 2, …  қосындылары 

қатардың дербес қосындылары деп аталады. 

 S1, S2, …,Sn, …  дербес қосындылар тізбегін қарауға болады. 

 Анықтама. 





1

21 ......
n

nn uuuu  қатарының дербес қосындыларының 

тізбегі жинақталса, онда қатар жинақталған деп аталады. 

  .,lim
1








n

nn
n

uSSS - қатар қосындысы. 

 

 Ал егер  қатардың дербес қосындыларының тізбегі жинақталмаса, 

немесе шегі болмаса, немесе шексіздікке айналса, онда қатар жинақталмаған 

деп аталады.  

  Қасиеттері:  

 1) Егер қатардың бірнеше санаулы мүшесін қатардан шығарып тастаса, 

онда қатардың жиақтылығы немесе жинақсыздығы бұзылмайды. 

 2) Екі қатар қарастырайық  nu  және  nCu , мұндағы С – тұрақты. 

 Теорема. Егер  nu  жинақталса және оның қосындысы S-ке тең 

болса,онда  nCu  қатары да жинақталады, әрі қосындысы СS (C  0) болады. 







1

21 ......
n

nn uuuu
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 3) Екі қатар қарастырайық  nu  және  nv . Бұл қатарлардың қосындысы 

не айырмасы   )( nn vu  қатарына тең, мұндағы қатардың әрбір элементі 

сәйкесэлементердің қосындысынан не айырмасынан алынады. 

 Теорема. Егер  nu  және  nv  қатарлары жинақталса және қосындылары 

сәйкес S және  болса, онда   )( nn vu   қатары да жинақталады және 

қосындысы S +  болады. 

     Svuvu nnnn )(  

Жинақты екі қатардың айырмасы да жинақты болады. 

Ал жинақты және жинақсыз екі қатардың қосындысы жинақсыз болады. 

Екі жинақсыз қатардың қосындысы туралы тұжырым жасау қиын. 

 

 Теорема.( Жинақтылықтың қажетті шарты.) Егер қатар жинақты болса, 

онда оның жалпы мүшесінің шегі n  жағдайда нольге тең болады. 

  Салдар. Егер қатардың жалпы мүшесі n  жағдайда нольге 

ұмтылмаса, онда қатар жинақсыз. 

  

Оң мүшелі  қатарлардың жинақтылығының жеткілікті белгілері: 

1. Салыстыру белгілері. 

 Айталық екі қатар берілсін  nu  және  nv    мұндағы   un, vn  0. 

  

 Теорема 1. Егер  кез келген  n үшін  un  vn  болып, және  nv  қатары 

жинақты болса, онда   nu қатары да жинақталады. 

 Мысал. 


1

.
2

1

n
nn

 қатарын жинақтылыққа зерттеу керек. 

  Шешуі. 
nnn 2

1

2

1
 , ал  n2

1
  жинақты, ӛйткені ол шексіз кемімелі 

геометриялық прогрессияның қосындысы, олай болса берілген  


1 2

1

n
nn

 қатары 

жинақталады.  

 Теорема 2. Егер кез келген n үшін  un  vn,  болып, және  nv  қатары 

жинақты болмаса, онда   nu қатары да жинақталмайды. 

 Теорема 3. Егер 0,0  nn vu  және h
v

u

n

n

n



lim  шегі бар болса,  h – нольден 

ерекше сан, онда  nu  ,  nv  қатарлары бірдей жинақталады немесе 

жинақталмайды. 

 Даламбер белгісі. Егер 


n

n

n u

u 1lim  шегі бар болса, онда  < 1 қатар 

жинақталады, ал  > 1 – қатар жинақталмайды. Егер  = 1, онда бұл  теорема 

сұраққа жауап бере алмайды. 

 Коши белгісі (радикалды белгі). Егер оң мүшелі  nu  қатары үшін q<1 

саны табылып, барлық n  үшін мына теңсіздік орындалса 
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    qun n  , 

онда  nu жинақаталады, ал 

    ,1n
nu  

 теңсіздігі орындалса, онда  nu  қатар жинақталмайды. 

 Салдар. Егер 


n
n

n
ulim шегі бар болып,  <1 болса, қатар жинақты,ал 

>1 қатар жинақсыз. 
 

 Кошидың интегралдық белгісі. Егер (х) – оң үзіліссіз  функция 

болып, және [1;) арсында кемімелі болса, онда (1) + (2) + …+ (n) + … = 







1

)(
n

n   қатары мен 



1

)( dxx  меншіксіз интегралы бірдей жинақталады немесе 

бірдей жинақталмайды. 

 Мысал. ...
1

...
3

1

2

1
1 

 n
  қатары >1 болғанда жинақталады, ал 1 

жинақталмайды, ӛйткені оған сәйкес интеграл 




1
x

dx
   >1 жинақталады, ал 1 

болғанда жинақталмайды. 

 

Тақырып 24. Айнымалы  таңбалы қатарлар. Абсолютті  және шартты 

жинақтылық. Ауыспалы таңбалы қатарлар. Лейбниц белгісі 
 

Таңбалары кезектесіп ауысатын қатарды қарастырайық: 

  ...)1(... 1

4321  

n

n uuuuu  

мұндағы ,...3,2,1,0  nun  

  Лейбниц белгісі. 

 ...)1(... 1

4321  

n

n uuuuu   кезек таңбалы қатарының мүшелері  

кемімелі болса, ...321  uuu  ал жалпы мүшесі 0nu ,онда қатар жинақталады.  

 Мысал. 

 1-1/2 +1/3 -1/4 +...+(-1)
n+1

(1/n)+…  қатары жинақталады, ӛйткені  

 1)  1 > 1/2 > 1/3> …  

 2)  0
1

lim 
 nn

. 

   nu - таңбалары айнымалы қатар, яғни қатар мүшелерінің ішінде оң 

таңбалы да, теріс таңбалы да сандар бар. Кезек таңбалы қатар мұндай қатардың 

жеке жағдайы болады. 

  Даламбер белгісі.  Егер 


n

n

n u

u 1lim , <1 болса  nu  қатары абсолютті 

жинақталады, ал  >1 қатар жинақталмайды. 

 Коши белгісі.  Егер  


n
n

n
ulim , онда <1 болса  nu қатары абсолютті 

жинақталады, ал >1 болса, қатар жинақталмайды 

Таңбалары айнымалы қатар карастырайық.  
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                                                     





1

21 ......
n

nn uuuu      (1) 

 және  қатар мүшелерінің абсолют шамаларынан тұратын қатар: 

                                                   





1

21 ......
n

nn uuuu         (2)                                      

 Теорема. (2) қатардың жинақтылығынан (1) қатардың жинақтылығы 

шығады. 

 Анықтама. Егер  nu  қатары жинақталса, онда  nu қатары  абсолютті 

жинақталады деп аталады. 

 Анықтама. Егер  nu  қатары жинақталып, ал  nu жинақталмаса, онда 

ол жинақталмайды деп аталады. 

 Абсолютті және шартты жинақталатын қатарлардың қасиеттері айтылуы 

тиіс. 

 

Тақырып 25. Функционалдық қатарлар туралы тҥсінік. Жинақталу 

облысы. Бірқалыпты жинақтылық ұғымы. Вейерштрасс белгісі.  

Дәрежелік қатарлар.  Абель теоремасы.  Жинақтылық радиусы 
 

Анықтама. Егер қатар мүшелері х- ке тәуелді функциялар болса, ондай 

қатар функционалдық қатар деп аталады.  

  u1(x)+u2(x)+u3(x) +…un(x) +… 

x- ке әртүрлі мән бергенде әртүрлі сан қатарлары шығады. 

 


1

)(
n

n xu  қатарының алғашқы n мүшелерінің қосындысын n-ші дербес 

қосынды деп атаймыз: 



n

k

kn nxuxS
1

,...2,1),()(  

 Анықтама. Функционалдық  


1

)(
n

n xu  қатарының  дербес 

қосындыларының тізбегі  (х=х0) нүктесінде жинақталса, онда  қатар  да осы 

нүктеде жинақталады деп аталады. 

 Функционалды қатар жинақталатын х- тің барлық мәндерінің жиынын 

осы қатардың жинақталу облысы деп атаймыз. 

 Вейерштрасс белгісі ( Қатардың бірқалыпты жинақтылығы туралы). 

 Егер  


1

)(
n

n xu  функционалдық қатары үшін жинақталатын оң мүшелі  

  ......21  n   

қатары табылып, х- тің барлық мәндері үщін мына теңсіздіктер  

  ,...)(,,...)(,)( 2211 nn xuxuxu     

орындалса, онда функционалдық қатары бірқалыпты жинақталады деп 

аталады. 
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 Мысалы, 


1
2

cos

n n

nx
 қатары үшін  жинақталатын  



1
2

1

n n
қатарын алуға 

болады, мұндағы  ,...3,2,1,
1cos

22
 n

nn

nx
 Ендеше берілген қатар бірқалыпты 

жинақталады. 

 Осы лекцияда қатар қосындысының үзіліссіздігі туралы, қатарды 

мүшелеп интегралдау және дифференциалдау туралы айтылады. 

  ],[,;)()(
11

badxxudxxu
n

n

n

n  
















 

  









11

)(
)(

n

n

n

n
dx

xdu
xu

dx

d
. 

 

 Дәрежелік қатар деп мына түрдегі  

  





0

2

210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa . 

қатарды айтамыз. Дәрежелік қатарлардың жинақтылығын зерттеуге Даламбер, 

Коши белгілерін қолданамыз. 

 Абель теоремасы. (Нильс Хенрик Абель (1802 – 1829) – норв. 

Математик) 

 Егер 





0

2

210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa  дәрежелік қатары  x = x1 мәнінде 

жинақты болса, онда ол барлық  1xx   мәні үшін жинақты, әрі абсолютті 

жинақты. 

 Салдар. Ал егер х = х1  мәнінде жинақты болмаса, онда ол  барлық 1xx   

мәндері үшін жинақты емес. Сонымен әрбір дәрежелік қатар үшін Rx    қатар 

жиақты, ал  Rx   қатар жинақты емес. 

(-R, R) интервалы жинақтылық интервалы деп аталады. Жинақтылық 

радиусы былай табылады. 

 
n

n

n a

a
R 1lim 


  - бұл Даламбер белгісі бойынша. Ал Коши белгісі бойынша  

 
n

n
n a

R
1

lim


  

 

Тақырып 26.   Функцияларды дәрежелік қатарға жіктеу. Тейлор қатары. 

Дәрежелік қатарларды жуықтап есептеулерде қолдану 
 

  Тейлор және Маклорен қатарлары туралы айтылуы тиіс. Кейбір 

функциялардың Маклорен қатарына жіктелулері кӛрсетілуі керек. Мысалы,  e
x
, 

sinx, cosx, … мысалы, 
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...
!4!2

1cos

...
)!12(

)1(...
!5!3

sin

...
!

...
!3!2

1

42

12
1

53

32













xx
x

n

xxx
xx

n

xxx
xe

n
n

n
x

 

 

Анықтама. Тригонометриялық қатар деп мына түрдегі қатарды 

айтамыз: 

...)sincos(...)2sin2cos()sincos(
2

2211

0  nxbnxaxbxaxbxa
a

nn  

 қысқаша,   





1

0 ).sincos(
2 n

nn nxbnxa
a

 

 Нақты ai, bi  сандары тригонометриялық қатардың коэффициенттері. 

 Егер қатар жинақталса, онда оның қосындысы периодты, периоды 2 ге 

тең функция болады. Айталық, тригонометриялық қатар [-; ] арасында 

бірқалыпты жинақталса,онда оның қосындысы f(x) болады. Коэффициентерін 

табайық. Ол үшін  

  

 


 








,...2,1,,,

,,0
sinsin

nmnm

nm
nxdxmx  

 ,...2,1,...,2,1,0,0sincos 




nmnxdxmx  

екендігін дәлелдеп аламыз.   

 0

1

0 )sincos(
2

)( adxnxbnxadx
a

dxxf
n

nn  
















 

  0)sincos(
1










dxnxbnxa
n

nn . 

  





 dxxfa )(
1

0  

сosnx кӛбейтеміз, сосын - ден  ге дейін интегралдаймыз. 

 




nxdxxf cos)( n

n

nn adxnxnxbnxanxdx
a

 










 1

20 )sincoscos(cos
2

 

 

   ,...2,1;cos)(
1




 




nnxdxxfan  

Дәл осы сияқты ,...2,1,sin)(
1




 




nnxdxxfbn  

  ,...2,1,0;cos)(
1




 




nnxdxxfan  
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  ,...2,1,sin)(
1




 




nnxdxxfbn  

f(x) функциясының Фурье коэффициенттері деп аталады. 

 Анықтама. f(x) функциясының Фурье қатары деп коэффициенттері 

Фурье коэффициенттері болатын тригонометриялық қатарды айтамыз.Егер 

Фурье қатары f(x) функциясына жинақталса, онда ол функция Фурье қатарына 

жіктеледі деп аталады. 

 Тақ және жұп функциялар үшін Фурье қатарының коэффициенттерін 

табамыз. Кез келген периодты функция үшін Фурье қатарын жазамыз. 

 Теорема (Риман теоремасы). Егер f(x) функциясы (а,в)  интервалында 

абсолютті интегралданатын болса, онда мына теңдік орындалады: 

   


b

a

b

a

dxxxfdxxxf 0sin)(limcos)(lim 


 

 Салдар. Абсолютті интегралданатын функцияның Фурье 

коэффициенттері n  жағдайында нӛлге ұмтылады. 

 

Тақырып 27. Ықтималдықтар теориясының аксиоматикасы. Нәтижесі 

кездейсоқ болатын тәжірибелер тобы. Жиілік. Кездейсоқ құбылыстардың 

математикалық ӛрнектелуі. Кездейсоқ оқиғалар, оларға амалдар қолдану. 

Ықтималдықтың классикалық және статистикалық анықтамалары. 

Шартты  ықтималдықтың анықтамасы. Оқиғалардың тәуелсіздігі.   

Толық ықтималдық теоремасы. Бейес формуласы 
 

Кездейсоқ  оқиға дегеніміз  белгілі  шартты  жағдайда  пайда  болуы да  

мүмкін  оқиға.  

 Ақиқат  оқиға  дегеніміз  қалайда  болтын  оқиға.  

 Мүмкін  емес  оқиға  дегеніміз  орындалмайтын  оқиға. 

 Қарама –қарсы  оқиғалар – бірін-бірі  жоққа  шығаратын  оқиғалар. 

 Үйлесімсіз  оқиғалар –бір  мезгілде  пайда  болмайтын  оқиғалар.

 Үйлесімді  оқиғалар  -бір  мезгілде  пайда  болатын  оқиғалар.  Тәуелді  

оқиғалар –біреуінің  пайда  болуы  екіншісіне  байланысты  оқиғалар.  

 Тәуелсіз  оқиғалар – бір –біріне  байланыссыз  пайда  болатын  оқиғалар.

 Егер  тәжірибені  қайталағанда   {Аі} (і=1,2,...,n) тобындағы  оқиғалардың  

біреуі  пайда  болса  және  бұлардан  басқа  оқиғалар  пайда  болуы  мүмкін  

емес  болса, онда  {Аі}(і=1,2,...,n) толық  топты  құрайды. 

А ,В –екі  оқиғаның  қосындысы  дегеніміз  А немесе В  оқиғасының  пайда  

болуы. 

А ,В –екі  оқиғаның  кӛбейтіндісі  дегеніміз  А және  В оқиғаларының  

бірге  пайда  болуы. 

Адам  ӛмірінде   кездесетін  кездейсоқтық , белгісіздік  оны  зерттеуді ,  

заңдылықтарын  анықтап  алдын  алуды  керек  етеді. Осы  мақсатта  

жүргізілген  комплекс  амалдар  мен  сынақтарды , зерттеу  эксперименттерін  

тәжірибе  деп  атайды. 
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           Ықтималдықтар  теориясы  кездейсоқ құбылыстардың  ортақ 

заңдылығын зерттейтін  ғылым. 

 Ықтималдықтар  теориясының  негізгі  ұғымдарының  бірі  оқиға  ұғымы. 

Әдетте,  оқиға  тәжірибенің  немесе  бақылаудың  нәтижесінде  пайда  болады. 

Тәжірибенің  кез  келген  мүмкін  болатын  нәтижесін  элементар  оқиға  деп  

атайды.  

А  оқиғасының  ықтималдығы  деп, оның  пайда  болуына  ықпалын  

тигізетін  оқиғалар  санының  (m)  жалпы  элементар оқиғалар санына   (n)  

қатынасын  айтады  және  былай  белгіленеді. (П. Лаплас – француз  

математигі) 

P(А)=
n

m
         (1) 

Егер  n-барлық  мүмкін  болатын  элементар  оқиғалар саны, ал m –

оқиғаның  орындалуына  ықпал  тигізетін   элементар  оқиғалар  саны  болса, 

онда (1) анықтама  классикалық  анықтама  деп  аталады. 

Оқиғаның  жиілігі  деп  жасалған  тәжірибенің  нәтижесінде  

орындалған  оқиғаның  санын  жасалған  тәжірибенің   жалпы  санына   

қатынасын  айтады  да,  мына  формуламен  есептейді:  

 W(A)= 
n

m
   

Айталық,  шектеулі  D облысы  бірнеше  бӛлшектерге  D1,D2, ….., Dn  

бӛлінді  делік.  Нүктені  лақтырып  қалғанда  Dk -белгілі  бӛлшегіне  түсуін  А- 

оқиғасы  десек,     

                P(A)= 
D

Dk
 

Теорема. Тәуелді  екі А және В оқиғаларының  бірге пайда болу  

ықтималдығы 

                 р(АВ)=р(А)·рА(В) 

Мұндағы рА(В)- А  оқиғасы орындалды  деп есептеп, одан кейін  есептелетін 

В оқиғасының  ықтималдығын шартты ықтималдық деп  атайды. 

Егер А оқиғасы  ӛзара үйлесімсіз толық топ құрайтын В1,  В2,...,Вn   

оқиғаларының (гипотезаларының) біреуімен бірге болатын болса, онда А 

оқиғасының ықтималдығы мына формуламен анықталады: 

P(A)=p(В1)p B1(A)+p(В2)pB2(A)+…+p(Вn)pBn(A)                          (2) 

Бұл формула толық ықтималдық формуласы деп аталады. 

     А  оқиғасы пайда болады десек, оның пайда болуына ықпалын тигізетін    

толық топ құрайтын гипотезалардың ықтималдығы Бейес формуласы   арқылы 

табылады: 

)(

)()(
)(

Ap

ApBp
Bp iBi

iA                                                   (3) 

     (3) формула  )()()()( ApBpApBp
iBiiA   теңдігінен шығады. 

 

 



 58 

Тақырып 28. Тәуелсіз сынақтар тізбегі. Бернулли схемасы. Муавр-

Лапластың шектік теоремалары және Пуассон теоремасы 

 

Нәтижелерінде тәуелсіз оқиғалар пайда болатын тәжірибелерді тәуелсіз 

тәжірибелер деп атайды. Мұндай тәжірибелерге теңге лақтыру, бұйымның 

сапалылығын тексеру, бӛлшектің жарамдылығын тексеру т.б. тәжірибелер 

жатады. 

Тәуелсіз n тәжірибеде ықтималдығы тұрақты  А оқиғасының тура m рет 

пайда болуының ықтималдығы  Бернулли формуласымен есептеледі: 
mnmm

nn qpCmP )( , 

мұндағы pAP )( , )(1 APpq   

Бернулли формуласы  n, m сандары үлкен болмағанда қоолдануға 

ыңғайлы. Ал n, m үлкен сандар болса, эксперименттік функциялары арқылы 

ӛрнектелген Лаплас формулаларын қолдануға болады. 
 

Муавр-Лапластың локальдық теоремасы. Тәуелсіз n тәжірибеде 

ықтималдығы тұрақты  А оқиғасының тура m рет пайда болуының 

ықтималдығы  мына формула бойынша жуықтап есептеледі: 

2

2

2

1
)(     ,      ),(

1
)(

x

n ex
npq

npm
xx

npq
mP









  

 

Муавр-Лапластың интегралдық теоремасы. Тәуелсіз n тәжірибеде 

ықтималдығы тұрақты А оқиғасының тура  1m -ден кем емес 
2m -ден артық емес 

рет пайда  болуының ықтималдығы  мына формула бойынша жуықтап 

есептеледі:  

,    ,   ),()(),( 2
2

1
11221

npq

npm
x

npq

npm
xxxmmPn





  

dzexdzex

x zx z





2

2
1

2

0

2
2

0

2
1

2

1
)(      ,

2

1
)(


 

 Мұндағы φ(х), Ф(х) функцияларының кестелік мәндері берілген. 

 

Ескерту 

1. φ(х)-жұп функция, онда φ(-х)= φ(х) 

2. Ф(х)-тақ функция, онда Ф(-х)=- Ф(х) 

Егер n  рет тәжірибеде А оқиғасы ӛте аз ықтималдықпен р(А)=р пайда болса, 

ал n  ӛте үлкен сан болса, онда Пуассон формуласы қолданады: 

 

npe
m

mP
m

n   
      ,

!
)( . 
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Тақырып 29.  Кездейсоқ шамалар анықтамасы, қасиеттері және тҥрлері. 

Ҥзіліссіз және дискретті ҥлестірімдер. Ҥлестірім мысалдары. Кездейсоқ 

шамалардың функциясы. Тәуелсіз кездейсоқ шамалар. Кездейсоқ 

шамалардың сандық сипаттамалары және олардың қасиеттері 
 

Жасалған сынақтың нәтижесінде қандай да бір мүмкін мәнді 

қабылдайтын шаманы кездейсоқ шама деп атайды. 

Кездейсоқ шаманың қабылдайтын мүмкін мәндері шекті немесе 

саналымды шексіз болса, онда ондай кездейсоқ шамаларды дискретті деп 

атайды. 

Егер кездейсоқ шама ӛзінің мүмкін мәндерін [а,в] интервалында 

қабылдаса және бұл мәндерді  бүтін сандармен нӛмірлеуге болмаса, онда ол 

үзіліссіз кездейсоқ шама деп аталады. 

Кездейсоқ шамаларды X,Y,Z,… бас әріптерімен, ал олардың 

қабылдайтын мүмкін мәндерін  x,y,z кіші әріптермен белгілейміз. 

Бұл оқиғалардың ықтималдықтарын сәйкес  P i  ( i=1, n ) арқылы 

белгілейміз, яғни  

  p 1 =P( X=x 1 ) , p 2 =P(X=x 2 ), …, p n =P(X=x n ). 

X=x 1 , X=x 2 ,…, X=x n оқиғалары толық топ құрайды, сондықтан 


n

i

Pi
1

=1, 

яғни кездейсоқ шаманың барлық мүмкін мәндері ықтималдықтарының 

қосындысы бірге тең. 

Кездейсоқ шама мәндерімен  оларға сәйкес ықтималдықдарды 

байланыстыратын ереже дискретті кездейсоқ шаманың үлестірім заңы 

делінеді. Бұл заң кесте, график немесе   аналитикалық түрде берілуі мүмкін. 

Әрқайсысын жеке – жеке қарастырайық. 

Кестелік түрде былай беріледі: 

 
   X x 1  x 2     . . . x n  

   P p 1  p 2     … p n  

 

Кестелік түрде берілген дискретті кездейсоқ шаманың   мәндерін  X   

және P  осьтеріне салып, содан шыққан нүктелерді түзумен қоссақ, онда оның 

графиктік   кескіні шығады. 

        Ал, егер де x 1 ,x 2 ,…x n  мүмкін мәндерінің сәйкес ықтималдықтарын белгілі 

бір формуламен (P n (k)=C k

n p k q n  k ) есептейтін болсақ, онда  

дискреттік кездейсоқ шама аналитикалық түрде берілген деп аталады. 

Енді үлестірім заңының аналитикалық түрін қарастырайық: 
 

1. Биномдық үлестірім. 

Егер мүмкін мәндері 0,1,2,...,k болып, ал осы мәндерді қабылдау X=k 

ықтималдықтары Бернулли  формуласымен анықталса  

P(X=k)=P n (k)=C k

n p k q kn   , 

онда  кездейсоқ шама биномдық үлестірім заңымен берілген деп аталады. 
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Сонымен  биномдық үлестірім  заңдылығымен берілген дискретті 

кездейсоқ шаманы -  тұрақты ықтималдықты А оқиғасының n тәуелсіз 

сынақтарда пайда болуының саны ретінде  қарастыруға болады. 
 

2. Пуассондық үлестірім. 

Егер тәуелсіз сынақтарда n үлкен саны болса және p-ның шамасы аз 

болса, онда кздейсоқ шаманың мүмкін мәндерінің сәйкес ықтималдықтарын 

Пуассон формуласымен 

P(X=x)=P n (k)≈ 
!k

k
e   , =np 

 есептеу керек. 

Бұл жағдайда  кездейсоқ шама  Пуассондық үлестірім заңымен берілген 

дейді. 

 Ықтималдықтар теориясында бұл сандық сипаттамалармен оларға 

қолданылатын операциялардың рӛлі ӛте зор. Осы сандық сипаттамаларды білу 

нәтижесінде кӛптеген ықтималдықтар есептерін шешу жеңілденеді. Әрине, 

мұндай сандық сипаттамалар кӛп-ақ. Біз солардың ішінен математикалық үміт, 

дисперсия, орташа квадраттық ауытқу және түрлі реттік моменттерді 

қарастырамыз. 
 

 1. Математикалық үміт 

 Дискретті кездейсоқ шаманың математикалық үміті деп оның барлық 

мүмкін мәндерін сәйкес ықтималдықтарына кӛбейтінділерінің қосындысын 

айтады. Х кездейсоқ шамасының мүмкін мәндері х 1 , х 2 ,..., х n болсын. Сонда 

математикалық үміт мына теңдікпен анықталады: 





n

i

iinn pxpxpxpxXM
1

2211 ...)(  

Математикалық үміттің қасиеттері: 

1 0 .Тұрақты шаманың математикалық үміті тұрақты шаманың ӛзіне тең. 

 2 0 . Тұрақты кӛбейткішті математикалық үміт таңбасының сыртына 

шығаруға болады, яғни )()( XCMCXM  . 

 3 0 . Екі кездейсоқ шама қосындысының математикалық үміті олардың 

математикалық үміттерінің қосындысына тең, яғни ).()()( YMXMYXM   

 4 0 . Тәуелсіз екі кездейсоқ шаманың кӛбейтіндісінің математикалық үміті 

олардың математикалық үміттерінің кӛбейтіндісіне тең, яғни 

)()()( YMXMXYM  . 
 

 Теорема. Ӛзара тәуелсіз n рет сынақ кезінде А оқиғасының орындалу 

санының математикалық үміті, сынақтың санын әрбір сынақ кезіндегі оқиғаның 

орындалу ықтималдығына кӛбейткенге тең, яғни .)( npXM   
 

2.Дисперсия.  

 Х кездейсоқ шамасы және оның математикалық М(Х) үміті берілсін.  Х-

М(Х) айырмасын кездейсоқ шамамен оның математикалық үмітінің 

арасындағы ауытқу деп атайды.  
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 Кездейсоқ шама мен оның математикалық үміті айырымының 

квадратының математикалық үмітін дисперсия  деп атайды.  

 Х кездейсоқ шамасының дисперсиясын D(Х) арқылы белгілесек, онда 

анықтама бойынша:  

    .)()(
2

XMXMXD   
 

 Теорема. Дисперсия кездейсоқ шаманың квадратының математикалық 

үмітінен оның математикалық үмітінің квадратын алып тастағанға тең, яғни 

  .)()()(
22 XMXMXD   

 

 Дисперсияның қасиеттері: 

1 0 . Тұрақты С санының дисперсиясы нӛлге тең, яғни .0)( CD  

 2 0 . Тұрақты кӛбейткішті дисперсия таңбасының алдына квадрат 

дәрежелеп шығаруға болады, яғни  

   ).()( 2 XDCCXD   

 3 0 . Екі тәуелсіз кездейсоқ шаманың қосындысының дисперсиясы 

олардың дисперсияларының қосындысына тең, яғни  
   ).()()( YDXDYXD   

 Салдар. Тұрақты шама мен кездейсоқ шаманың қосындысының 

дисперсиясы кездейсоқ шаманың дисперсиясына тең. )()( XDXCD  , себебі 

.0)( CD  

 4 0 . Екі тәуелсіз кездейсоқ шаманың айырымының дисперсиясы олардың 

дисперсияларының қосындысына тең, яғни  
   ).()()( YDXDYXD   

 5 0 . 0)( XD  
 

 Теорема. Әрбір сынақ кезінде оқиғаның орындалу ықтималдығы р-ға тең 

болатын А оқиғасының n рет тәуелсіз сынақ жасағандағы орындалу санының 

дисперсиясы, жасалынатын сынақтың санын оқиғаның бір сынақтағы орындалу 

және орындалмау ықтималдықтарына кӛбейткенге тең, яғни  
   .)( npqXD   

 Кездейсоқ шаманың мүмкін мәндерінің, оның орташа мәнінің маңайында 

шашырауын, яғни топтасуын бағалайтын сипаттаманың бірі орташа квадраттық 

ауытқу болып табылады. 

Х кездейсоқ шамасының орташа квадраттық ауытқуы деп 

дисперсиядан алынған квадрат түбірді айтады, яғни 

   ).()( XDX   

Х кездейсоқ шамасының F(x) үлестірім функциясы болса, оның φ(t) 

характеристикалық функциясы мына теңдікпен анықталады: 






 )()( xdFet itx , 

мұндағы t- нақты айнымалы, i-жорамал сан. 

Характеристикалық функциясы қасиеттері: 

1 0 . 1)0(  . 
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 2 0 . 1)( t . 

 3 0 . Характеристикалық функциясы барлық түзу бойында бірқалыпты 

үзіліссіз. 

 4 0 .  Егер Х және Y кездейсоқ шамалары тәуелсіз болса, онда Z=X+Y 

қосындысының характеристикалық функциясы қосылғыштардың 

характеристикалық функцияларына кӛбейтіледі. 

 

Тақырып 30. Математикалық статистика. Негізгі ұғымдары мен 

мақсаттары. Таңдама. Таңдама бойынша ҥлестірімнің белгісіз 

параметрлерін нҥктелік бағалау. Бағалардың орындаушылық және 

ауытқымаушылық ұғымдары 
 

«Статистика» термині латынның «статус» деген сӛзінен алынған, 

қазақшаға аударғанда «күй», «хал-жай» деген мағынаны береді. Ӛмір 

құбылыстарын сын, ӛлшем және салмақ арқылы немесе сандық қатынастар 

арқылы сипаттау мәселесі XVII ғасырдың екінші жартысында пайда болды, 

яғни мәліметтерді жинақтау және жариялау мәселелері сауда капиталының 

даму дәуірінде кездескен. XIX ғасырда қоғамдық құбылыстарды зерттеуге 

қолданып келген статистикалық әдістер жаратылыстану ғылымдарына да енді. 

 Х кездейсоқ шамасының мүмкін болатын барлық мәндерін бас жиын 

деп, п рет тәжірибе жүргізгенде пайда болған Х шамасының   

nххх ,...,, 21  

мәндерін статистикалық қатар деп атайды. Ал бас жиыннан әр түрлі 

қасиеттеріне байланысты теріп алынған жиынтық таңдама жиын деп аталады. 

Таңдама жиын бүкіл үлкен бас жиын туралы дұрыс мәлімет бере алатындай 

болып құрылады. Мысалы, университеттегі студенттердің үлгерімін зерттеу 

үшін комиссия бір факультетті таңдап алады да, оның бір, екі топтарынан 

бақылау жүргізеді. Осы таңдап алынған студенттердің үлгерімі бойынша бүкіл 

университеттің, дербес жағдайда факультеттегі оқыту сапасына жуықтап баға 

беріледі. Университеттегі барлық студенттер бас жиын болады. 

 Қатар элементтерін ӛсу тәртібі бойынша орналастырылғаннан кейін 

шыққан 

 )()2()1( ... nххх   

қатарын вариациялық қатар деп, ал оның элементерін варианталар деп 

атайды.  

 Вариациялық қатарды график түрінде кескіндеудің екі жолы бар: полигон 

салу және гистограмма салу. 

 Вариациялық қатардағы әр түрлі варианталарды кестенің бірінші жолына, 

ал екінші жолына in  жиіліктері жазылады. 

  inn -таңдаманың кӛлемі деп аталады. 

 Енді таңдаманың сипаттамаларына тоқталайық: 

 Эмпирикалық функция    
n

n
xF x)( . 
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Мұндағы xn  дегеніміз х-тан кіші болатын варианталардың жиіліктерінің 

қосындысы. Таңдаманың кӛлемі үлкен болғанда, осы функция арқылы бас 

жиынның белгісіз интегралдық үлестірім функциясы F(x)-ты жуықтап табуға 

болады. 

 Таңдамалық ортасы деп 

   



n

i

iT x
n

x
1

1
 

теңдігімен анықталатын Х кездейсоқ шамасын айтады. 

 Таңдамалық дисперсиясы деп 

   



n

i

iT xx
n

D
1

2)(
1

 

теңдігімен анықталатын Х кездейсоқ шамасын айтады. 

 Таңдамалық орташа квадраттық ауытқуы 

   TD . 

 k-ретті бастапқы эмпирикалық момент 

    k

iik xn
n

M
1

,  ,...3 ,2 ,1k . 

 k-ретті орталық эмпирикалық момент 

     2)(
1

Tiik xxn
n

m ,  ,...3 ,2 ,1k . 

 Таңдамалық асимметрия 

   
3

3

T

s

m
a


 . 

 Таңдамалық экцесс 

   3
4

4 
T

k

m
e


. 

 Ықтималдықтар теориясында қарастырылған параметрлерді 

(сипаттамаларды) теориялық деп, ал тәжірибеден алынған сәйкес 

параметрлерді эмпирикалық немесе статистикалық параметр дейді. Мысалы, 

математикалық үміт  )(xM  теориялық параметрге жатса, оған сәйкес 

тәжірибелік параметр арифметикалық орта  x  болады. 

 Егер бас жиын параметрін  десек, онда  ны  нің бағасы ретінде 

қарастырады. Ал  ны бір ғана санмен бағалағандықтан, мұндай бағалауды 

нүктелік бағалау деп атайды.  

 Бағаның математикалық үміті бағаланатын шамаға тең болса, яғни 

  )(M , онда   бағасын ығыспаған баға деп атайды. 

 Егер   )(M болса, онда    бағасын ығысқан баға деп атайды. 

 Егер  нің бірнеше ығыспаған бағалары болса, онда олардың 

қайсысының дисперсиясы аз болса, соңғысын аса тиімді баға дейді. 

 Егер   бағасы үшін   1lim 


P

n
шарты орындалса, онда бұл бағаны 

орнықты баға дейді. 
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 Айталық nxxx ,...,, 21  таңдамасы  бойынша жасалған статистикалық   

баға  параметрінің ығыспаған және орнықты бағасы болсын. Айталық, 0  

саны берілсін. Егер    болса, онда   параметрін ),(     

интервалы жабады деп атайды. Бірақ бірге тең ықтималдықпен мұндай 

интервалдың табылуы мүмкін емес. Сондықтан,   бойынша  нің сенімділік 

бағасы  деп     P  ықтималдығын айтады. Мұндағы  -бағаның 

дәлдігі,  - сенімділік. 

 Бағаланатын параметрді жабатын интервалдың екі шетімен- екі санмен 

анықталатын бағаны интервалдық баға деп атайды. Интервалдық бағалар 

бағаның дәлдігі мен сенімділігін қамтамасыз етеді. 

 Егер таңдама бойынша табылған ),(     интервалы   параметрін   

сенімділігімен жабатын болса, онда мұндай интервалды сенімділік интервал 

деп, ал 0  санын   бағасының дәлдігі деп атайды. 

 Қалыпты үлестіріммен берілген сандық сипаты Х шаманың белгісіз а 

математикалық үмітін таңдамалық орташа Tx  арқылы   сенімділігімен бағалау 

үшін мынадай интервалдарын аламыз: 

 

1. Егер  - бас орташа квадраттық ауытқу белгілі болса, онда                                                                                 

    
n

txa
n

tx TT


 ,  

t-саны 
2

)(


 t  тең болатындай сан, оны Лаплас функциясының мәндер кестесін 

аламыз.  

2. Егер  - белгісіз болса, онда  

   
n

S
txa

n

S
tx TT  . 

Мұнда S-түзетілген таңдамалық орташа квадраттық ауытқу, ),( ntt   -шамасы 

кестеден анықталады. 
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II. БӚЛІМ 
 

ТӘЖІРИБЕЛІК САБАҚТАРДЫҢ ЕСЕП ШЫҒАРУ ҤЛГІЛЕРІ 
 

Тақырып   1.   Анықтауыштар. Векторлар 

 

1-мысал.  Мына анықтауыштың  

322

132

421

  M21 минорын, А21  алгебралық 

толықтауышын табыңыз. 

Шешуі:  M21 =  
32

42
 = 6-8=-2;   А21 = (-1)

2+1
 M21 = (-1)(-2) = 2. 

  2-мысал. a  жәнеb  векторларының арасындағы бұрыш  
6


 және 2a , 

5b .   )2)(32( baba  , 
2)32( ba  ӛрнектерінің сан мәнін табыңыз. 

Шешуі:  )( ba  скалярлық кӛбейтіндісін табамыз:  

35
6

cos52cos)( 


baba . 

Енді есептейміз 

 )2)(32( baba  = 
2222

6)(26)(4)(32 bbaabbaaba  

351422563542  . 

360241259360449)(3224)32(
22

2  bbaaba . 

3-мысал.  kjia 4   және kjib 22   векторларының арасындағы φ 

бұрышын табыңыз. 

Шешуі:   

2

2

4411611

821
cos 




  , 

 бұдан 0135 . 

4-мысал.   kjia 23  және kjib 22  векторлары -ның қандай 

мәнінде перпендикуляр болады? 

 Шешуі:  Олардың  скалярлық кӛбейтіндісін табамыз: 

             022231  ,   =10. 

 

Тақырып   2.   Матрицалар. Сызықтық  теңдеулер жҥйелері 

 

1-мысал. А 



































210

112

021

;

403

210

132

B         матрицалары берілген.  АВ және  
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ВА кӛбейтінділерін табыңыз. 

Шешуі:  АВ 



















































8103

532

588

210

112

021

403

210

132

     

              ВA = 

















































1016

877

552

403

210

132

210

112

021

 . 

2-мысал.  








32

135

yx

yx
 жүйесін шешу керек. 

Шешуі.   .9110
21

15
;1192

23

31
;13310

21

35
21 





 

13

9
;

13

11
21  xx . 

 

 

Тақырып   3.   Тҥзудің және жазықтықтың теңдеулері. Екінші ретті 

қисықтар 
 

 1-мысал.  A(2;-4); B(1;2)  нүктелері арқылы ӛтетін түзу теңдеуі табыңыз. 

Шешуі. 086;
6

4

1

2
;

42

4

21

2

















yx

yxyx
 

2-мысал.  А(2;3)  нүктесінен   2x- 3y +4 = 0 түзуіне дейінгі қашықтықты 

табыңыз.  

Шешуі. Нүктеден түзуге дейінгі қашықтық былай табылады: 

 
22

00

BA

CByAx
d




  , олай болса  

13

1

94

494





d . 

3-мысал.  5x +10y – 3 = 0  түзуінің бұрыштық коэффициентін табыңыз.  

Шешуі. 10y = 3 – 5x; y = 
2

1
;

10

3

2

1
;

10

5

10

3
 kxyx  

 

Тақырып   4.   Математикалық талдауға кіріспе 
 

1-мысал. Шектерді табыңыз: 

а)  ;
4

3
lim

5 



 õ

õ

õ
  ә)  ;

2

43
lim

2 



 õ

õ

õ
 б)  .

3sin
lim

õ

x

õ 
 

Шешуі: а) Функция 5õ   нүктесінде үзіліссіз болғандықтан берілген шек 

функцияның  

5õ  нүктесіндегі мәніне тең: 

;8
45

35

4

3
lim

5











 õ

õ

õ
  

ә)  2x  болғанда қатынастың алымы 10423    санына, ал бӛлімі нӛлге 

ұмтылады. Сондықтан берілген шек шексіз үлкен шама болады; 

;
2

43
lim

2






 õ

õ

õ
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б)  ,0
3sin

lim 
 õ

x

õ
  себебі шектелген функцияның  13sin x   шексіз үлкен шамаға 

қатынасы шексіз аз шама болады. 

 Кӛптеген шектерді есептеуде 



















    ,

0

0
  түріндегі анықталмағандықтар 

кездеседі. 

 2-мысал. Шектерді табыңыз: 

а)   ;
23

65
lim

2

2

2 



 xõ

xõ

õ
  ә)  ;

39
lim

0 õ

x

õ




 

Шешуі: а)  








0

0
  түріндегі анықталмағандықты ашу үшін бӛлшектің 

алымы мен бӛлімін кӛбейткіштерге жіктейміз де,  2õ - ге қысқартамыз: 

.1
1

3
lim

)1)(2(

)3)(2(
lim

23

65
lim

222

2

2
















 x

x

xx

xx

xõ

xõ

xxõ
 

ә)  








0

0
  түріндегі анықталмағандықты ашу үшін бӛлшектің алымы мен бӛлімін 

алымының түйіндесіне кӛбейтеміз: 

.
6

1

39

1
lim

)39(

99
lim

39(

39)(39(
lim

39
lim

0000

















 xxx

x

xx

xx

õ

x

xxxõ
 

 

 

Тақырып   5.   Функцияның туындысы 
 

 1-мысал. Мына функциялардың туындысын табыңдар: 

1. y = sin x
2
. Сонда     .  

2.  

3.  

4. 
3

21
cosln

x
y





























 

















 





3

2

3

21
sin

3

21
cos

1

3

21

3

21
sin

3

21
cos

1

3

21
cos

3

21
cos

1 x

x

xx

x

x

x
y  

 2-мысал.    , y = arcsin (t–1).       Табу керек         .  

 Шешуі. 
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  . 

 

Тақырып   6.   Туындының кӛмегімен функцияны зерттеу 
 

1-мысал.  1042  xxy   функциясының монотонды аралықтарын 

табыңыз. 

 Шешуі.  Функцияның туындысын табамыз:  .42  xy  

Олай болса 2x   болғанда ,0y   ал   2x   болғанда  ,0y    яғни  2;   

аралығында функция кемиді, ал  ;2   аралығында ӛседі. 

 2-мысал. Ойыс және дӛңес болатын интервалдарды, иілу нүктесін табу 

керек.                 y = x³ -6x² + x – 12. 

 Шешуі.   y′ = 3x² - 12x + 1,    y′′ = 6x – 12. 

 Олай болса, y′′ = 0, егер х = 2,  y′′ < 0 егер х < 2,  y′′ > 0, егер х > 2.  Сонымен 

график дӛңес, егер  х < 2,  ал   х > 2 график ойыс. Ал  х = 2 – иілу нүктесінің 

абсциссасы. 

 3-мысал.  
1

12






x

x
y   функциясының асимптоталарын табыңыздар. 

  Шешуі.    Берілген функцияның үзіліс нүктесі  х = 1, яғни х = 1 – 

вертикаль асимптота. 


y
x
lim ,  сондықтан  горизонталь асимптоталары жоқ. 

Кӛлбеу асимптоталарды іздейміз. Ол үшін   

  1
)1(

1
lim

)(
lim

2







 xx

x

x

xf
k

xx
  

 1
1

1
lim

1

1
lim))((lim

2





















 x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
 

Ендеше  y = x + 1  түзуі кӛлбеу асимптота болады. 
 

4-мысал. y = x³ + 3x² - 9x –15  функциясының [-4, 4] кесіндісіндегі ең 

үлкен және ең кіші мәнін табыңыздар.  

 Шешуі.    y′=3x²+6x–9=0 делік, бұдан х=-3 және х=1 екендігі шығады. Әрі 

бұл табылған кризистік нүктелер берілген аралықта жатады. х=-4, х=-3, х=1 

және х=4 нүктелеріндегі функцияның мәндерін есептелік. 

 

х -4 -3 1 4 

у 5 12 -20 61 

 

 Сонымен, қарастырылып отырған аралықтағы функцияның ең үлкен мәні 

61-ге тең, ол кесіндінің оң жақ шеткі нүктесінде қабылданады, ал ең кішісі –20-

ға тең және ол кесіндінің ішкі минимум нүктесінде қабылданады. 

 

 

 

 



 69 

Тақырып   7.   Анықталмаған интеграл 

 

 Мысалдар. 1. 

 

  2. 














 2222

22

4

22

2222

22

4

22

x

dx

x

dx
dx

xx

xx
dx

x

xx
 

C
x

xx 
2

arcsin2ln 2  

  3.   







Ctdtt
xdxdt

tx
xdxxdx

x

x dt
2

1

2

3

2

3

3
2

cos

sin 
cossin

sin

cos
 

 

  4. 









 
5

  ;

     ;

5

2

5

1

5
  ;3

     ;

5

5

552
5

52

52
x

x

xx
x

x

x

e
vdxdu

dxedvxu

dxxeexe
vxdxdu

dxedvxu

dxex  


















  25

2

5

2

5125

2

25

2

5

1

5

1

5

1

5

2

5

1 2
5

55525552 x
x

e
exeexdxexeex

x
xxxxxx  

  5.   









C

x

x

xd

xx

dx

3

1
arcsin

)1(9

)1(

82 22
. 

6. . 

7. . 

 

Тақырып   8.   Анықталған интеграл 

 

1-мысал. 

  

 2-мысал.   





1

0

1

0

1

0

1

0 11/
;

;
/ eeeedxexe

evdvdxe

dudxux
dxxe xxx

xx

x  

3-мысал. y = x, y = x
2
, x = 2 сызықтарымен шектелген фигураның ауданын 

табыңдар. 

   Шешуі. Формула бойынша: 

 
 4-мысал.  2cos4  қисығымен шектелген фигура ауданын табайық.  
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Шешуі. Фигура ОХ және ОУ осьтеріне симметриялы болғандықтан 

ауданның ¼ бӛлігін санаймыз.
4

0


     

   
4

0

4

0

4

0

4
0

22 .)4sin
4

1
(4)4cos1(42cos16

2

1
)2/1()4/1( /

  



 dddS  

4S . 

  

Тақырып   9.   Кӛп айнымалы функциялар 

  

1-мысал.     функциясының толық дифференциалын табыңыздар. 

 Шешуі. 

  

  

  
 Мысалы. xyyxz sin,2   

 
x

x
xx

y
x

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz

sin2

cos
2cos

2

1
2 









 . 

 2-мысал. z = x
2
 + y

2
x  функциясының А(1, 2) нүктесіндегі  векторының 

бағытымен туындысын табу керек.  В (3, 0). 

  Шешуі. Алдымен   векторын анықтаймыз  

 =(3-1; 0-2) = (2; -2) . 

Оның модулін табамыз 

 228 AB . 

 z  функциясының  дербес туындыларын табамыз: 

   

А нүктесіндегі мәні:  

 векторының бағыттауыш косинустары: 

  
2

2
cos   ,

2

2
cos   

 Сонда 2
2

2
4

2

2
6 





s

z
 . 

 

Тақырып   10.   Жай дифференциалдық теңдеулер 

 

1-мысал.  дифференциалдық теңдеуінің жалпы шешімін   табыңыздар.  

 Шешуі. 
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   000 ln      lnln     lnln CyxCxyCxy          

  
x

C
yCexy

C
          0  - жалпы шешімі. 

 2-мысал.  дифференциалдық теңдеуінің жалпы шешімін   

табыңыздар.  Шешуі. 

    2  

  

  
Сол жақтағы интеграл бӛлшектеп алынады: 

  

  

  
-     дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі.     

   3-мысал.    ,  у(2) = 1 дифференциалдық теңдеуінің жалпы 

шешімін   табыңыздар. 

 Шешуі. 

    

   

   

   

   

у(2) = 1шартын ескерсек  

Сонда:  немесе   - дербес шешімі. 

  

 4-мысал.    Теңдеуді шешіңіздер:  
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 Шешуі. 

   

   

   

   

    - жалпы интеграл 

     - жалпы шешімі.  

  5-мысал.    Теңдеуді шешіңіздер:  

  Шешуі. 

   

   
   

 

Тақырып  11.  Жоғарғы ретті дифференциалдық теңдеулер 

 

1-мысал.    Теңдеуді шешіңіздер:   

 Шешуі. 

   

   

   
 2-мысал.    Теңдеудің жалпы интегралы табыңыздар. 

. 

  Шешуі. Бұл айнымалысы ажыратылатын теңдеу: 

   

   

Жалпы интеграл:  

    

Тақырып   12.   Сандық қатарлар 

 

1-мысал.   ...
ln

1
...

3ln

1

2ln

1

n

 қатарын жинақтылыққа зерттеңіздер. 
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 Шешуі. 
nn

1

ln

1
 , ал гармоникалық қатар 

n

1
  жинақталмайды, олай болса 


nln

1
 қатары да жинақталмайды. 

 

 2-мысал. 


1 2n
n

n
 қатарын жинақтылыққа ззерттеңіздер. 

 Шешуі. 1
2

1

2

1
1

2

1

2

2)1(
limlim;

2

1
;

2 1

1

11 



















n

n

n

n

n

u

un
u

n
u

n

n

n
n

n

nnnnn  

Ендеше қатар жинақты. 

 3-мысал. ...
!

1
...

!2

1

!1

1
1 

n
 қатарын жинақтылыққа зерттеңіздер. 

 Шешуі. 10
1

1
lim

)!1(

!
limlim;

)!1(

1
;
!

1 1

1 
















nn

n

u

u

n
u

n
u

nn
n

n

n
nn  

Ендеше қатар жинақты. 

   

Тақырып   13.   Функционалдық қатарлар 
  

1. Дәрежелік қатарларды жуықтап есептеулерде қолдану.    

 1-мысал. ......
32

32


n

xxx
x

n

 қатарын жинақтылыққа зерттеңіздер. 

 

 Шешуі. Даламбер белгісі бойынша:  

  x

n

x

n

xn

n

x

n

x

u

u

nnn

n

n
n

n

n
















 1
1

lim
1

lim1limlim

1

1 . 

Осы арадан 1x  болса, қатар жинақты, ал 1x  болса қатар жинақты емес. 

 Х = 1 болса: ...
4

1

3

1

2

1
1   қатар Лейбниц белгісі бойынша жинақты. 

Х = -1 болса: ...
1

...
3

1

2

1
1 

n
 гармоникалық қатар жинақты емес. 

 2-мысал. ...
!

...
!3!2

32


n

xxx
x

n

 қатарының жинақталу интералын 

табыңыздар. 

 Шешуі. Даламбер белгісі бойынша  

 10
1

lim
)!1(

!
limlim

1

1 














 n

x

nx

nx

u

u

nn

n

n
n

n

n
  

шегі х- ке тәуелді емес, әрі 1-ден кіші , ендеше х- тің барлық мәнінде қатар 

жинақталады. 
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Тақырып   14.   Ықтималдықтар теориясы 

 

1-мысал. Урнаға 4 ақ, 9 қара және 7 қызыл бірдей шарлар салынған. 

Урнадан кез келген бір шар алынады. Сонда ақ шар пайда болуының 

ықтималдығы қандай? 

Шешуі . А-ақ шар пайда болуы болсын. Ықтималдықтың анықтамасы 

бойынша: 

   
20

4
)( 

n

m
AP . 

2-мысал. Жәшікте 10-ақ, 5-қара, 3-қызыл,2-кӛк шар  бар. Жәшіктен  бір 

шар алғанда оның  не ақ, не кӛк шар болу ықтималдығын табу керек. 

Шешу. р(А+К) = р(А)+р(К) = ;
5

3

20

2

20

10
   

3-мысал. Цехта 6 ер адам, 4 әйел адам жұмыс істейді. Табельлегі нӛмірлері 

бойынша 7 адам таңдап алынды. Таңдап алынған адамдардың ішінде 3 әйел бар 

болуының ықтималдығын табу керек. 

     Шешуі.  Табельдегі нӛмірлері бойынша барлығы 10 адамнан 7 адам 

таңдап алудың жалпы саны 10 элементен 7 элемент бойынша алынған терулер 

саны сияқты есептелінеді, яғни 

 
! 3! 10

!107

10  Cn . 

 Ал 3 әйелді табельдік нӛмірлері бойынша 4 әйелдің ішінен таңдап алудың 

саны  

    
! 3! 1

!43

41  Cm . 

 Сондай-ақ  6 ер адамнан 4 ер адам таңдаудың саны 

    
! 2!4

!64

62  Cm . 

Енді кӛбейту ережесін пайдалансақ таңдап алынған 7 адамның ішінде 3 әйел 4 

ер адам болу мүмкіндіктерінің жалпы саны 21mmm  . 

 Сонымен анықталғалы отырған ықтималдық 

    
2

1
7

10

4

6

3

421 
C

CC

n

mm
P . 

 

Тақырып   15.   Кездейсоқ шамалар. Математикалық  статистика 

элементтері 

 

 1-мысал.  Әр жолы оқиғаның орындалу ықтималдығы 0,6 тең, 10 рет тәуелсіз 

сынақ кезінде х кездейсоқ шамасы үшін оқиғаның орындалу санының 

дисперсиясын табыңдар. 

 Шешуі. Есептің шарты бойынша n=10, p=0,6, сонда q=1-p=1-0,6=0,4. 

Демек,  

  .4,24,06,010)(  npqXD   

2-мысал. Таңдама мына вариациялық қатар түрінде берілген: 
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iõ  1 4 5 

in  4 4 2 

 

Барлық сипаттамаларын табу керек. 

 Шешуі. Таңдаманың кӛлемі n=10 және 1x  болса 0xn  (1-ден кіші 

варианталар жоқ). 

 F
*
(x)=0, ал 4x  болса 4xn , F

*
(x)=0,4, т.с.с. есептеулер жүргізіп мына 

функцияны табамыз: 

   























.5             ,1

,54         ,8,0

,41         ,4,0

,1            ,0

)(

xåãåð

xåãåð

xåãåð

xåãåð

xF
 

Таңдаманың ортасы 

 

   3
10

524414



Tx  

 Таңдаманың дисперсиясы  

   8,29
10

524414 222




TD . 

Таңдаманың орташа квадраттық ауытқуы 

 

   67,18,2  TT D . 

 Бірінші және екінші ретті бастапқы эмпирикалық моменттер 

  TxM 1 ,  8,11
10

524414 222

2 


M . 

 Бірінші, екінші, үшінші және тӛртінші ретті орталық эмпирикалық 

моменттер 

  01 m , TDm 2 ,

 2,1
10

)35(2)34(4)31(4 222

3 


m , 

 0,1
10

)35(2)34(4)31(4 444

4 


m . 

 Таңдаманың асимметриясы 

 

  26,0
)67,1(

2,1
33

3 
T

S

m
a


. 

 Таңдаманың эксессі 

  72,13
)67,1(

10
3

44

4 
T

k

m
e


. 
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III БӚЛІМ 

ТЕСТТЕР 
 

$$$ 1.      n – реттi анықтауыштың 

дұрыс емес қасиетiн тап. 

A)  Анықтауыштың екi жатық (тiк) 

жолының барлық сәйкес элементтерi 

тең болса, онда оның мәнi нӛлге тең 

болады.  

B) Анықтауыштың екi жатық (тiк) 

жолының барлық сәйкес 

элементтерiнiң орнын алмастырсақ, 

онда оның таңбасы қарама- қарсы 

таңбаға ӛзгередi. 

C) Анықтауыштың  жатық (тiк) 

жолдары оның сәйкес тiк (жатық) 

жолдарымен орын алмастырсақ, 

онда оның мәнi ӛзгередi. 

D) Анықтауыштың  жатық (тiк) 

жолдары оның сәйкес тiк (жатық) 

жолдарымен орын алмастырсақ, 

онда оның мәнi ӛзгермейдi. 

E) Анықтауыштың екi жатық (тiк) 

жолының барлық сәйкес элементтерi 

пропорционал болса, онда оның мәнi 

нӛлге тең болады.  

 

$$$ 2.Анықтауышты есепте:  

 3-     0      6  

4-    1       3  

 1      2-     5   

A)   9   ; 

B)  -9   ; 

C)  39  ; 

    D)  87  ;   

    E)   75  . 

 

$$$ 3. Анықтауышты есепте:  





cos  sin

sin    cos 



     

A) -1  ; 

B)  1  ; 

C)  0  ; 

D) cos 2α  ; 

          E)      sin 2α  . 

$$$ 4. Анықтауышты есепте: 
6       5 

 3-     2  

A) -27  ; 

B)   0   ; 

C)   3   ; 

D) - 3   ; 

E)      27  . 

 

$$$ 5. Анықтауыштың  a ij  

элементiнiң  A ij алгебралық 

толықтауышы неге тең? 

A) A ij = M ij   ; 

B) A ij = - M ij   ; 

C) A ij = (-1 )
 i + j 

M ij   ; 

D) A ij = (-1 )
 i- j  

M ij   ; 

E) A ij = (-1 )
 i j 

M ij   . 

 

$$$  6.    
9     7 

 4     5      анықтауышының A 

21 алгебралық толықтауышын тап. 

A)    4  ; 

B)   -4  ; 

C)    7  ; 

D)   -7  ; 

E)   9  . 

 

 $$$  7.    

0   1   2 

1   5   4 

 3   2   1 
      анықтауышының 

A 23 алгебралық толықтауышын тап. 

A)  1  ; 

B) -3  ; 

C)  3  ; 

D) -11 ; 

E)      11 . 

 

   $$$  8.  

0   1   2 

1   5   4 

 3   2   1      

анықтауышының M 23 минорын тап. 

             A)  1 ; 

          B) -3; 
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C)  3; 

D) -11; 

E)      11. 

 

   $$$ 9.      
9     7 

 4     5    анықтауышының 

M 21 минорын тап. 

A)  4; 

B) -4; 

C)  7; 

D) -7; 

E)       9. 

 

$$$ 10. Егер матрицаның жатық 

жолының саны тiк жолының санына 

тең болса,   онда ол  .  .  . матрица 

деп аталады.  

A) ерекше; 

B) ерекше емес; 

C) бiрлiк; 

D) квадрат; 

E)      диагоналдық. 

 

$$$ 11.   Егер диагоналдық 

матрицаның барлық элементтерi 

бiрге тең болса,  онда ол     .  .  .  

матрица деп аталады.  

A) ерекше; 

B) ерекше емес; 

C) бiрлiк; 

D) квадрат; 

     E)     диагоналдық. 

 

$$$ 12. Егер квадрат матрицаның 

негiзгi диагоналының 

элементтерiнен ӛзге элементтерi    

нӛлге тең болса, онда ол    . . .   

матрица деп аталады.  

A) ерекше; 

B) ерекше емес; 

C) бiрлiк; 

D) квадрат; 

          E)     диагоналдық. 

 

$$$ 13. Егер квадрат матрицаның 

анықтауышы нӛлге тең болмаса, 

онда ол . . .    матрица деп 

аталады.  

A) ерекше; 

B) ерекше емес; 

C) бiрлiк; 

D) квадрат; 

           E)     диагоналдық. 

 

$$$ 14.Егер  квадрат матрицаның 

анықтауышы нӛлге тең болса, онда 

ол  .  .  .    матрица   деп аталады.  

A) ерекше; 

B) ерекше емес; 

C) бiрлiк; 

D) квадрат; 

           E)      диагоналдық. 
 

$$$ 15. Егер  А * В = B * A = E   

теңдiгi орындалса , мұндағы Е – 

бiрлiк матрица, онда В матрица А 

матрицасының   .  .  .  матрицасы деп 

аталады. 

A) ерекше; 

B) ерекше емес; 

C) бiрлiк; 

D) керi; 

           E)     диагоналдық. 
 

$$$ 16.  
0

2      6     

  3    1 x


     теңдеуiн шеш. 

A) -8;  

B) 10; 

C) -10; 

D) 0; 

           E)      8. 
 

$$$ 17.   

a

aa

         1    

            анықтауышын 

есепте. 

A) a2 ; 

B) - a2 ;  

C)   0; 

D)  a ; 

          E)      -a . 
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$$$ 18. 






 


5     4

3   2
A   және 












5  2

3      3  
B  

матрицаларының қосындысын тап. 

A)    




2

5
  





0

0
; 

B)    




6

5
 





10

6
; 

C)    




6

5
  





0

0
; 

D)   








10  6

5   5
; 

E)   








10  0

6   5
. 

 

$$$ 19.Матрицаның нӛлге тең емес 

минорының ең жоғарғы ретi оның   

...    деп  аталады. 

A) рангiсi; 

B) сызықтық комбинациясы; 

C) сызықтық тәуелдiлiгi; 

D) сызықтық тәуелсiздiгi; 

E) алгебралық толықтауышы. 

 

$$$ 20. Бiртектi емес сызықтық 

теңдеулер жүйесi үйлесiмдi болуы 

үшiн жүйенiң  негiзгi матрицасының 

рангiсi оның кеңейтiлген 

матрицасының рангiсiне тең  болуы 

қажеттi және жеткiлiктi. 

A) Пифагор теоремасы; 

B) Лопиталь теоремасы; 

C) Лагранж теоремасы; 

D) Ферма теоремасы; 

E)      Кронекер-Капелли теоремасы. 

 

$$$ 21. Егер сызықтық теңдеулер 

жүйесiндегi бос мүшелерiнiң кем 

дегенде бiреуi  нӛлге тең болмаса, 

онда ол жүйе ... сызықтық теңдеулер 

жүйесi деп аталады. 

A) үйлесiмдi; 

B) үйлесiмсiз; 

C) бiртектi емес; 

D) бiртектi; 

           E)      анықталған. 

 

$$$ 22. Егер сызықтық теңдеулер 

жүйесiндегi бос мүшелерiнiң бәрi 

нӛлге тең болса, онда ол жүйе ... 

сызықтық теңдеулер жүйесi деп 

аталады. 

A) үйлесiмдi; 

B) үйлесiмсiз; 

C) бiртектi емес; 

D) бiртектi; 

E) анықталған. 

 

$$$ 23. Егер 
11

x , 
22

x , ... , 

nn
x  - сандар жиыны теңдеулер 

жүйесiндегi      теңдеулердiң бәрiн 

қанағаттандырса, онда осы сандар 

жиыны сызықтық  теңдеулер 

жүйесiнiң ... деп аталады. 

A) рангiсi; 

B) шешiмi; 

C) миноры; 

D) кеңейтілген матрицасы; 

           E)      негiзгi матрицасы. 

 

$$$ 24.  Крамер ережесi 

A) );,...2,1(, nix

ix

i





  

B) );,...2,1(, nix

ix

i





   

C) );,...2,1(, nix ix

i 



   

D) );,...2,1(, nix ix

i





  

E) ),...2,1(, niх
ixi

 . 

 

$$$ 25.   Керi матрицаны табу 

формуласы 

A) 
;

)(

1

333231

232221

131211

1




















AAA

AAA

AAA

A
A
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B) 
;

333231

232221

131211

1



















AAA

AAA

AAA

A
 

C) 
;

332313

322212

312111

1



















AAA

AAA

AAA

A
  

D) ;
)(

1

332313

322212

312111

1




















AAA

AAA

AAA

A
A  

E) .)(

332313

322212

31211

1



















AAA

AAA

AAA

AA  

 

$$$ 26.  










1    1-

3     2 
A  матрицасының 

кері матрицасын тап.
 

A) 









2     1 

3-    1 

5

1 ; 

B) 









2    1

3    1

5

1 ; 

C)   









1    1-

3    2 

5

1 ; 

D) 









2-    1-

3      1-

5

1 ; 

E)  









1    1 

3    2 

5

1 . 

 

$$$ 27.   








73

02

yx

yx   теңдеулер 

жүйесiн шеш: 

A) (-1; -2); 

B) (1; -2); 

C) (-1; 2); 

D) (0; 2); 

           E)      (1; 2). 

 

$$$ 28. 








042

02153

ух

ух   теңдеулер 

жүйесiн шеш. 

A) (-1; 0); 

B) (-2; 3); 

C) (-2; -3); 

D) (2; 3); 

E)      (2; -3). 

 

$$$ 29.  










1      4

5     3
А  және   











2-   1

3     2
B  

берілген. 2А+5В табыңдар. 

A) 








1 -   5

8    5
 ; 

B) 








0     9

13     8
; 

C) 








8-   13

25   16
; 

D) 








12-   13

25     16
; 

E) 








12   13

25   16
. 

 

$$$ 30.    Қатардың   
110 


nn

n
u   

жалпы  мүшесi  берiлген.  Қатардың  

 алғашқы  тӛрт  мүшесiн  

жазыңыз. 

 A)  
1

4
10

4



;        

B)  ...
10001

4

1001

3

101

2

11

1
 ;      

C)  
10001

4 ;    

D)  шексiз; 

E)  
10001

10 . 

 

$$$ 31. Гиперболаның канондық 

теңдеуi. 

A) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x    

B) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x    

C) pxy 22   

D) 
0

2

2

2

2


b

y

a

x  

E) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x . 
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$$$ 32. Эллипстiң канондық теңдеуi. 

A) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x    

B) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x    

C) pxy 22   

D) 
0

2

2

2

2


b

y

a

x  

E) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x  

 

$$$ 33. Параболаның канондық 

теңдеуi. 

A) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x    

B) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x    

C) pxy 22   

D) 0
2

2

2

2


b

y

a

x  

E) 
1

2

2

2

2


b

y

a

x . 

 

$$$ 34. Егер  3,5  ba  болса, 

гиперболаның канондық теңдеуiн 

жаз. 

A) 1
925

22


yx ; 

B) 1
35

22


yx  

C) 
1

35


yx  

D) 
1

925

22


yx  

E) 
1

925

22


yx . 

 

$$$ 35. Егер  3,5  ba  болса, 

эллипстiң канондық теңдеуiн жаз. 

A) 
1

35

22


yx , 

B) 1
925

22


yx  

C) 
1

35


yx  

D) 
1

925

22


yx  

E) 
1

925

22


yx . 

 

$$$ 36. Центрi координаталар 

басында, радиусы R-ге тең 

шеңбердiң теңдеуiн жаз. 

A) 222 Ryx   

B) Ryx   

C)     222
Rbyax   

D) Ryx  22   

E) 222 Ryx  . 

 

$$$ 37. Центрi  (5 ; 3) болатын, 

радиусы R =4 тең шеңбердiң 

теңдеуiн жаз. 

A)     1635
22
 yx  

B)     435
22
 yx  

C)     1635
22
 yx  

D)     435
22
 yx  

E) 
16

925

22


yx . 

 

$$$ 38.  y
 2

 = 4 x параболасының 

фокусын тап. 

A)  F (4 ; 0 )  ; 

B)  F ( 2 ; 0 )  ; 

C) F ( - 4; 0 )  ;  

D) F ( - 2 ; 0 )  

E) F ( 1 ; 0 )  . 

 

$$ 39.   y
 2

 = 4 x параболаның 

директрисасының теңдеуiн тап. 

A)  x – 1 = 0    ; 

B) x + 1 = 0    ; 

C) x + 2 = 0   ; 

D) x – 2 = 0   ;  

E) x + 4 = 0  . 

 

$$$ 40.  
1

49

22


yx     гиперболаның 

асимптоталарының теңдеуiн тап. 

A) xy
9

4
  
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B) xy
4

9
  

C) xy
2

3
  

D) xy
3

2
  

E) xy  . 

 

$$$ 41.     952
22
 yx  теңдеуiмен 

берiлген шеңбердiң центрiнiң 

координаталарын және радиусын 

тап. 

A) R=9 ;  C (-2; 5)  ;  

B) R= 3 ;  C (2; -5 )   ; 

C) R =3 ;  C (-2; 5)   ;  

D) R = 9 ;  C (2; -5 )   ; 

E) R = 3 ;  C (2 ; 5).  

 

$$$ 42. 1
925

22


yx  теңдеуiмен 

берiлген эллипстiң эксцентриситетiн 

тап. 

A)  4/5  ; 

B)  5/4  ; 

C)  3/5  ; 

D) 5/3  ; 

E) 4/3  . 

 

$$$ 43.  1
169

22


yx  теңдеуiмен 

берiлген эллипстiң эксцентриситетiн 

тап. 

 A)  3/5   ; 

B) 5/3  ;  

C) 5/4  ;  

D) 4/5;  

E) 4/3. 

 

$$$ 44.  


 110n n
n

n    қатардың   

алғашқы  тӛрт  мүшесiн  жазыңыз. 

A)   
10004

4

1003

3

102

2

11

1 ... ;      

B)  
14

4

13

3

12

2

10

1
  ;    

C)  
10004

4 ;    

D)  
14

4
;       

E)   
10004

10 . 

 

$$$ 45. Жазықтықтағы екi нүктенiң 

ара қашықтығының формуласын 

тап. 

A)    2121 yyxxd   

B)    212
2

12 yyxxd   

C)    212
2

12 yyxxd   

D) 
1212 yyxxd   

E)    221
2

21 yyxxd  . 

 

$$$ 46. Кесiндiнiң ортасының 

координаталарын табу формуласы. 

A) 
2

   ;
2

2121 yy
y

xx
x







 

B) 
2

 ;
2

2121 yy
y

xx
x





  

C) 
2121      ; yyyxxx   

D) 
2121      ; yyyxxx   

E) 
2

       ;
2

2121 yy
y

xx
x







. 

 

$$$ 47. Кесiндiнi берiлген қатынаста 

бӛлу формуласы. 

A) 
2

;
2

2121 yy
y

xx
x





  

B) 
 









1
;

1

2121 yy
y

xx
x  

C) 

2

1

2

1 ;
y

y
y

x

x
x


  

D) 


















1
;

1

2121 yy
y

xx
x  

E) 


















1
;

1

2121 yy
y

xx
x . 

 

$$$ 48. А(x1; y1) және В(x2; y2) 

нүктесi арқылы  ӛтетін түзудiң 

теңдеуiн тап. 

 

A) 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








  ; 
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B) 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








   ; 

C) 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








   ; 

D) 

1212 yy

y

xx

x






 ;  

 E)  

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 . 

 

$$$ 49. x + y – 5 = 0  түзуiнiң 

бұрыштық коэффициентiн анықта. 

A) 1, 

B) 5, 

C) -1,  

D) -5,  

                E)      0. 

 

$$$ 50. Бұрыштық коэффициентпен 

және берiлген нүктеден ӛтетiн 

түзудiң теңдеуi. 

A)  0xxky   

B)  00 xxkyy   

C)   00 xxyyk   

D)  00 xxkyy   

E)  00 xxkyy  . 

 

$$$ 51. А ( 3 ; 1 ) нүктесi арқылы 

ӛтетiн, бұрыштық коэффициентi          

k=2 болатын түзудiң теңдеуiн тап. 

A) 52  xy ; 

B) 52  xy ; 

C) 52  xy ; 

D) 12  xy ;  

E) 12  xy . 

 

$$$ 52. 053 y  түзуiнiң 

бұрыштық коэффициентiн тап. 

A) 0, 

B) 3, 

C) 5, 

D) -5/3, 

E) -3/5. 

 

$$$ 53. А (3; 1) және В(4; 2) 

нүктелерi арқылы ӛтетін түзудiң 

теңдеуін тап.  

A) 02  yx ; 

B) 02  yx ; 

C) 02  yx ; 

D) 02  yx ; 

E) 04  yx . 

 

$$$ 54. А(2; 5)   және В(7; 6) 

нүктелерi арқылы ӛтетін түзудiң 

бұрыштық коэффициентiн тап. 

A) 5, 

B) -5, 

C) 0, 

D) -1/5, 

E) 1/5. 

 

$$$ 55. Екi түзудiң параллельдiк 

шарты. 

A) 

1
2

1

k
k 

  ; 

B) 

1
2

1

k
k    ; 

C) 
12 kk   ; 

D)  
12 kk     ; 

                E)       0. 

 

$$$ 56. Екi түзудiң 

перпендикулярлық шарты. 

A) 

1
2

1

k
k 

   ; 

B) 

1
2

1

k
k 

    ; 

C) 
12 kk      ; 

D)  
12 kk     ; 

                 E)         0. 

 

$$$ 57. 11 bxky   және 
22 bxky   

түзулерiнiң арасындағы сүйiр 

бұрышты табу формуласы. 
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A) 

21

12

1 kk

kk
tg






 

B) 

21

12

1 kk

kk
tg




  

C) 

21

12

1 kk

kk
tg




  

D) 

21

12

1 kk

kk
tg




  

E) 

21

12

1 kk

kk
tg




 . 

 

$$$ 58. А(-1; 3)  нүктесiнен 

04043  yx  түзуiне дейiнгi ара 

қашықтықты тап. 

A) 11,  

B) -5, 

C) -11, 

D) 5, 

                E)       6. 

 

$$$ 59.  00; yxМ  нүктесiнен 

0 CByAx  түзуiне дейiнгi ара 

қашықтық. 

A) 
22

00

BA

CByAx
d






   ; 

B) 
222

00

CBA

CByAx
d






   ; 

C) 
22

00

BA

CByAx
d






   ; 

D) 
22

00

BA

CByAx
d






   ; 

E) 
22

00

BA

CByAx
d






. 

 

$$$ 60. М(2; -1) нүктесiнен 

02243  yx  түзуiне дейiнгi ара 

қашықтықты тап. 

A)  20, 

B) 10, 

C) 4, 

D) -4, 

                E)       2. 

 

$$$ 61.Жазықтықтың кесiндiлiк 

теңдеуi.  

A) 1
b

y

a

x  ; 

B) 1
c

z

b

y

a

x   ; 

C) 0
b

y

a

x   ; 

D) 0 DCzByAx   ; 

E) 0
c

z

b

y

a

x   . 

 

$$$ 62. Жазықтықтың жалпы 

теңдеуi . 

A) 0 DCzByAx   ; 

B) 0 CByAx   ; 

C) 
1

c

z

b

y

a

x   ; 

D) 1
b

y

a

x  ; 

E) 0 CzByAx   . 

 

$$$ 63.  000 ;; zyxМ  нүктесiнен 

0 DCzByAx  түзуiне дейiнгi 

ара қашықтық. 

A) 
222

000

CBA

CzByAx
d






  ; 

B) 
222

000

CBA

DCzByAx
d






  ; 

C) 
222

000

CBA

DCzByAx
d






  ; 

D) 
222

000

CBA

DCzByAx
d






  ; 

E) 
2222

000

DCBA

DCzByAx
d






  . 

 

$$$ 64. Түзудiң жалпы теңдеуi.  

A) 0 DCzByAx ; 

B) 0 CByAx   ; 

C) 1
c

z

b

y

a

x   ; 

D) 1
b

y

a

x  ; 

E) 0 CzByAx   . 
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$$$ 65. pxy 22    -  бұл   .  .  .   

канондық теңдеуi. 

A) эллипстiң; 

B) гиперболаның  ; 

C) шеңбердiң ; 

D) параболаның  ; 

                E)     жазықтықтың  . 

 

$$$ 66.  
1

2

2

2

2


b

y

a

x     -  бұл   .  .  .   

канондық теңдеуi. 

A) эллипстiң  ; 

B) гиперболаның  ; 

C) шеңбердiң  ; 

      D) параболаның  ; 

                E)      жазықтықтың  . 

 

$$$  67.  1
2

2

2

2


b

y

a

x     -  бұл  .  .  .   

канондық теңдеуi. 

A) эллипстiң  ; 

B) гиперболаның  ; 

C) шеңбердiң  ; 

D) параболаның  ; 

               E)      жазықтықтың  . 

 

$$$ 68. М(3; 5; -8)  нүктесiнен 6 

x – 3 y + 2 z – 28 = 0  жазықтығына 

дейiнгi ара қашықтықты  тап.  

A) 41  ; 

B) 1 / 7  ; 

C) 36 / 7  ; 

D) 13 / 7  ; 

                E)     41 / 7 . 

 

$$$ 69. А(3; 8)  және  В(-5; 14)  

нүктелерiнiң ара қашықтығын тап. 

A) 15  ; 

B) 10  ; 

C) 8  ; 

D) 0  ; 

                E)     -10  .    

 

$$$ 70. 0 DCzByAx  

жазықтығымен 
n

zz

m

yy

l

xx 000 





  

түзуiнiң  параллельдiк шарты. 

A) 
n

c

m

B

l

A


   ; 

B) nCmBlA  ;;   ; 

C) CnBmAl     ; 

D) 0 CnBmAl   ; 

E) 0 CnBmAl   . 

 

$$$ 71. 0 DCzByAx  

жазықтығымен 
n

zz

m

yy

l

xx 000 





  

түзуiнiң  перпендикулярлық шарты. 

A) 
n

c

m

B

l

A


   ; 

B) nCmBlA  ;;   ; 

C) CnBmAl     ; 

D) 0 CnBmAl   ; 

E) 0 CnBmAl . 

 

$$$ 72. 0 DCzByAx  

жазықтығымен 
n

zz

m

yy

l

xx 000 





  

түзуiнiң арасындағы бұрышты табу 

формуласы  .  

A) 
222222

cos
nmlCBA

CnBmAl




   ; 

B) 
222222 nmlCBA

CnBmAl
tg




   ; 

 

C)    
222222

sin
nmlCBA

CnBmAl




 ; 

   

 

D)   
2222222

sin
nmlDCBA

CnBmAl




 ; 

  

E) 
2222222

cos
nmlDCBA

CnBmAl




 ; 
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$$$ 73. 

1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 





    және 

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 





   түзулерiнiң 

арасындағы сүйiр бұрышын табу 

формуласы  . 

A)  
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121
sin

nmlnml

nnmmll




  ; 

B)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121
cos

nmlnml

nnmmll




   ; 

 

C) 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
nmlnml

nnmmll




  ; 

 

D) 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

nmlnml

nnmmll
tg




   ; 

 

E)  
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121sin
nmlnml

nnmmll




  . 

 

 

$$$ 74. 

1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 





    

және 

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 





   түзулерiнiң 

перпендикулярлық шарты 

A) ;;; 212121 nnmmll   

B) ;0212121  nnmmll  

C) ;0212121  nnmmll  

D) ;212121 nnmmll   

E) ;
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
  

 

$$$ 75. 

1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 





    және 

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 





   түзулерiнiң 

параллельдік шарты 

A) ;;; 212121 nnmmll   

B) ;0212121  nnmmll  

C) ;0212121  nnmmll  

D) ;212121 nnmmll   

E) ;
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
  

 

$$$  76. 














ntzz

mtyy

txx

0

0

0 

-     бұл   .  .  .   

теңдеуі 

A) жазықтықтың параметрлік, 

B)     шеңбердің параметрлік, 

C)     түзудің параметрлік, 

D)     түзудің канондық, 

E)     жазықтықтың канондық.  

 

$$$ 77. 
n

zz

m

yy

l

xx 111 





  -     

бұл    .  .   .  теңдеуi 

A) жазықтықтың параметрлік, 

B)     шеңбердің параметрлік, 

C)    түзудің параметрлік, 

D)     түзудің канондық, 

E)     жазықтықтың канондық.  

 

$$$ 78. 0111  DzCyBxA  және 

0222  DzCyBxA  

жазықтықтарының арасындағы сүйір 

бұрышты табу формуласы 

 

A)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




 ; 

B)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121
cos

CBACBA

CCBBAA




 ;   

C)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121sin
CBACBA

CCBBAA




 ; 

D)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121
sin

CBACBA

CCBBAA




    ; 

E)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
tg




     . 

 

$$$ 79. 0111  DzCyBxA  және 

0222  DzCyBxA  
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жазықтықтарының арасындағы  

бұрышты табу формуласы 

A)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




 ; 

B)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121
cos

CBACBA

CCBBAA




 ;   

C)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121sin
CBACBA

CCBBAA




 ; 

D)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121
sin

CBACBA

CCBBAA




    ; 

E)
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
tg




     . 

 

$$$ 80 Екі жазықтықтың 

перпендикулярлық шарты 

A) 
212121 CCBBAA     ; 

B) 
212121 ;; CCBBAA     ; 

C) 0212121  CCBBAA    ; 

D) 0212121  CCBBAA    ; 

E) 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A


   . 

 

$$$ 81 Екі жазықтықтың 

параллельдік шарты 

A) 
212121 CCBBAA     ; 

B) 
212121 ;; CCBBAA     ; 

C) 0212121  CCBBAA    ; 

D) 0212121  CCBBAA    ; 

E) 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A


   . 

 

 

$$$ 82.  Коши  белгiсi.  Егер  

u1+u2+...+un+...   қатары  үшiн  

Cun
n

n



lim     шегi  бар  болса,  

онда  С<1  болғанда  қатар   

 A)   Жинақсыз;     

 B)   Жинақты;    

 C)  Абсолют  жинақты;     

 D)  Жинақталуы  мүмкiн;    

 E)  Жинақталмауы  мүмкiн.  

 

$$$ 83. Егер 0111  CyBxA  және 

0222  CyBxA  екі түзуі үшін 

2

1

2

1

B

B

A

A
  шарты орындалса, онда екі 

түзу  .   .   . 

A)     беттеседi; 

B) параллель болады; 

C) перпендикуляр болады; 

           D)     қиылысады; 

           E)     айқас түзулер болады. 

 

$$$ 84. Егер 0111  CyBxA  және 

0222  CyBxA  екі түзуі үшін 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A


 шарты орындалса, онда 

екі түзу   .   .    . 

A)     беттеседi; 

B) параллель болады; 

C) перпендикуляр болады; 

           D)     қиылысады; 

           E)     айқас түзулер болады. 

 

$$$ 85. Егер 0111  CyBxA  және 

0222  CyBxA  екі түзуі үшін 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A


 шарты орындалса, онда 

екі түзу       .   .   . 

A)     беттеседi; 

B) параллель болады; 

C) перпендикуляр болады; 

           D)     қиылысады; 

           E)     айқас түзулер болады. 

 

$$$ 86. 065512  yx  түзуінің 

бұрыштық коэффициентін тап. 

A) 
5

12
k   ; 

B) 
12

5
k    ; 

C) 
12

5
k

   ; 

D) 
65

12
k

   ; 

E) 
5

12
k

   . 
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$$$  87.  A( -3;5 )  және B(7; -2) 

нүктелері арқылы жүргізілген 

түзудің теңдеуін тап. 

A) 029107  yx   ; 

B) 029107  yx   ; 

C) 029107  yx   ; 

D) 030107  yx   ; 

E) 030107  yx   . 

 

$$$ 88. Коши  белгiсi.  Егер  

u1+u2+...+un+...   қатары  үшiн   

Cun
n

n



lim     шегi  бар  болса,  

онда  С>1  болғанда  қатар   

A)   Жинақсыз;     

B)   Жинақты;    

C)  Абсолют  жинақты;     

D)  Жинақталуы  мүмкiн;    

E)  Жинақталмауы  мүмкiн. 

 

$$$ 89. А (4;-3)  және  B(2;5) 

нүктелері арқылы жүргізілген АВ 

кесіндісінің ортасының 

координаталарын тап. 

A) (3;4)  ; 

B) (3;-1)  ; 

C) (3;1)  ; 

D) (3;-4)  ; 

E) (0;0)  . 

 

$$$ 90.  A (13;-1)  және  В (-2;7) 

нүктелерін ара қашықтығын тап. 

A) 15  ; 

B) 14  ; 

C) 16  ; 

D) 17  ; 

E) 13  . 

 

$$$ 91.  Тік  бұрышты 

координаталар жүйесінен полярлық 

координаталар жүйесіне кӛшу 

формуласы 

A)  cos   ;sin ryrx   

B)  sin   ;cos ryrx   

C) 
x

y
tgyxr    ;22  

D) 
y

x
tgyxr     ;22  

E)  sin   ;cos  yx . 

 

$$$ 92.  Полярлық координаталар 

жүйесінен тік бұрышты 

координаталар жүйесіне кӛшу 

формуласы 

A)  cos   ;sin ryrx   

B)  sin   ;cos ryrx   

C) 
x

y
tgyxr    ;22  

D) 
y

x
tgyxr     ;22  

E)  sin   ;cos  yx . 

 

$$$ 93. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 теңдеуімен 

анықталған бетті     .  .  .   деп атайды 

A) сфера; 

B) бір қуысты гипербалоид; 

C) екі қуысты гиперболоид; 

D) эллипсоид; 

E) эллипстік параболоид. 

 

$$$ 94. 1222  zyx  теңдеуімен 

анықталған бетті   .   .  .   деп атайды 

A) сфера; 

B) бір қуысты гипербалоид; 

C) екі қуысты гиперболоид; 

D) эллипсоид; 

E) эллипстік параболоид. 

 

$$$ 95. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 теңдеуімен 

анықталған бетті   .  .  .  деп атайды 

A) сфера; 

B) бір қуысты гипербалоид; 

C) екі қуысты гиперболоид; 

D) эллипсоид; 

E) эллипстік параболоид. 
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$$$ 96. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 теңдеуімен 

анықталған бетті  .   .    .   деп атайды 

A) сфера; 

B) бір қуысты гипербалоид; 

C) екі қуысты гиперболоид; 

D) эллипсоид; 

E) эллипстік параболоид. 

 

$$$ 97. z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  теңдеуімен 

анықталған бетті    .    .    .   деп 

атайды 

A) сфера; 

B) бір қуысты гипербалоид; 

C) екі қуысты гиперболоид; 

D) эллипсоид; 

E) эллипстік параболоид. 

 

$$$ 98.  u1 (  x ) + u2 ( x ) +  . . .  + un ( 

x ) +  . . .   қатары   

A)   Дәрежелiк  қатар; 

B)   Функционалдық  қатар; 

C)   Сан  қатары; 

D)   Дәрежелiк  функция; 

E)   Жинақты  қатар. 

 

$$$ 99. A (6;8)  және B (4;6) 

нүктелері арқылы жүргізілген АВ 

кесіндісінің ортасының 

координаталарын тап 

A) (5;7); 

B) (10;14); 

C) (1;-1); 

D) (2;-2); 

E) (10;-14). 

 

$$$ 100. Координата басынан А (-3;-

4) нүктесіне дейінгі ара қашықтықты 

тап. 

A) -3; 

B) -4; 

C) -5; 

D) 5; 

E) 4. 

 

$$$ 101.  а0 + а1 ( x-a ) + a2 ( x-a )
2 
+  . . 

. + an ( x – a ) 
n 
+ . . .  функционалдық 

 қатары 

A)   Дәрежелiк  қатар; 

B)   Сан  қатары; 

C)   Тейлор  қатары; 

D)   Маклорен  қатары; 

E)   Дәрежелiк  функция. 

 

$$$ 102.   
zyx aaaa ;;  векторының 

ұзындығы неге тең ? 

A) 222

zyx aaaa  ; 

B) 
zyx aaaa  ; 

C) 222

zyx aaaa  ; 

D) zyx aaaa  ; 

E) zyx aaaa  . 

 

$$$ 103. Егер  
zyx aaaa ;;  , 

 zyx bbbb ;;  векторлары үшін 

zzyyxx bababa  ;;  болса, онда ол 

векторлар  .   .   . болады 

A) коллинеар; 

B) тең; 

C) ортогональ; 

D) бағыттас; 

E) қарама-қарсы бағытталған. 

 

$$$ 104. Егер  
zyx aaaa ;;  , 

 zyx bbbb ;;  векторлары үшін 

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  болса, онда ол векторлар 

.  .  .   болады 

A) коллинеар; 

B) тең; 

C) ортогональ; 

D) бағыттас; 

E) қарама-қарсы бағытталған. 
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$$$ 105. Коллинеар векторлар 

дегеніміз 

A) бір немесе параллель 

түзулерде жататын векторлар; 

B) бағыты мен ұзындықтары 

бірдей векторлар; 

C) бір жазықтықта жататын 

векторлар; 

D) бір немесе параллель 

жазықтықтарда жататын векторлар; 

E) бірлік векторлар. 

 

$$$ 106.   0;1;2a  және  1;2;3 b  

векторларының  векторлық 

кӛбейтіндісін тап. 

A) 4; 

B)  0;2;6  ; 

C) (5;-1;-1); 

D) (2;-7;-1); 

E) (-1;2;-7). 

 

$$$ 107. Үш вектордың 

компланарлық шарты 

A) үш вектордың скалярлық 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

B) үш вектордың векторлық 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

C) үш вектордың аралас 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

D) үш вектордың қосындысы 

нӛлге тең; 

E) үш вектордың кӛбейтіндісі 

нӛлге тең. 

 

$$$ 108. 0) 1; ;2(a  және ) 1- 2;- ;3(b   

векторларының скалярлық 

кӛбейтіндісін тап. 

A) 4; 

B) 8; 

C) 3; 

D) 9; 

E) 0. 

 

$$$ 109. kjia 45    және  

kjib 34    векторларының 

скалярлық кӛбейтіндісін тап. 

A) 11; 

B) 21; 

C) 0; 

D) 3; 

E) -21. 

 

$$$ 110.  kjia  48   векторының 

бағыттауыш косинусын  cos   тап. 

A) 
9

8
cos  ; 

B) 
9

4
cos  ; 

C) 
9

1
cos  ; 

D) 1cos  ; 

E) 0cos     . 

 

$$$ 111. 060  ; 6  ; 5  ba    

берілген. Табу керек: ba   

A) 30; 

B) 15; 

C) 215 ; 

D) 315  ; 

E) 0. 

 

$$$ 112. (-2;-1;2)b;  )2;6;3( 


a   

берілген. Табу керек:  ba


2  

A) (1; -7; 0); 

B) (7; -8; 6) ; 

C) (-1; -8; 6); 

D) (-1; 8; 6); 

E) (-1; 8; 2). 

 

$$$ 113. Егер 0в  


а болса, онда 

.  .   .    болады. 

A) екі вектор перпендикуляр; 

B) екі вектор параллель; 

C) екі вектор тең; 

D) екі вектор қарама-қарсы; 

E) екі вектор бірдей бағытталған. 
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$$$ 114. Егер 0в  


а болса онда   

.  .  .   болады. 

A) екі вектор перпендикуляр; 

B) екі вектор параллель; 

C) екі вектор тең; 

D) екі вектор қарама-қарсы; 

E) екі вектор бірдей бағытталған. 

 

$$$ 115. Екі вектордың 

перпендикулярлық шарты. 

A) екі вектордың аралас 

кӛбейтіндісі; 

B) екі вектордың қосындысы 

нӛлге тең; 

C) екі вектордың скалярлық 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

D) екі вектордың векторлық 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

E) екі вектордың кӛбейтіндісі 

нӛлге тең. 

 

$$$ 116. Екі вектордың 

параллельдік шарты. 

A) екі вектордың аралас 

кӛбейтіндісі; 

B) екі вектордың қосындысы 

нӛлге тең; 

C) екі вектордың скалярлық 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

D) екі вектордың векторлық 

кӛбейтіндісі нӛлге тең; 

E) екі вектордың кӛбейтіндісі 

нӛлге тең. 

 

$$$ 117. Егер вектордың 

параллельдік шарты. 

A) ;0b  


a  

B) 0b  


à ; 

C) 


b|| а ; 

D) 0b  


à ; 

E) 0b  


à . 

 

$$$ 118. Екі вектордың 

перпендикулярлық шарты. 

A) ;0b  


a  

B) 0b  


à ; 

C) 


 b  а ; 

D) 0b  


à ; 

E) 0b  


à . 

 

$$$ 119.  


a  векторының  l  

осіндегі проекциясы неге тең ? 

A) sin aaпрl  ; 

B) sin laпрl  ; 

C) cos aaпр  ; 

D) cos laпрl  ; 

E) 0 aпрl . 

 

$$$ 120. Егер  


a  векторы  l  осіне 

перпендикуляр болса, онда оның l  

осіндегі      проекциясы неге тең ? 

 A) sin aaпрl  ; 

B) sin laпрl  ; 

C) cos aaпр  ; 

D) cos laпрl  ; 

E) 0 aпрl . 

 

$$$ 121. ),,( zyx aaаа 


 және 

),,,( zyx bbbb 


 векторларының 

скалярлық кӛбейтіндісі   неге тең ? 

A) ;yyxx bababa   

B) ;b  zzyyxx bababaa 


 

C) ;b  zzyyxx bababaa   

D) ;b  zzyyxx bababaa   

E) .b  zzyyxx bababaa   
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$$$ 122. )4;2;4( 


а  және )2;3;6( 


b  

векторларының скалярлық 

кӛбейтіндісін тап. 

A) 1; 

B) 20; 

C) 22; 

D) 21; 

E) -20. 

 

$$$ 123. )1;0;4(b   ),1;3;3( 


а  және 

)2;1;2( 


ñ  векторларының аралас 

кӛбейтіндісін тап. 

A) -25; 

B) 25; 

C) 37; 

D) -37; 

E) -11. 

 

$$$ 124.    2a


 және 

a
 векторы  l  осімен жасайтын 

бұрышы 60
 0
. Табу керек: aпрl


  

A) 2; 

B) -2; 

C) 1; 

D) -1;  

E) 3 . 

$$$ 125. Егер  0 aпрl   болса, 

онда   . . .  

A) lа ||


; 

B) lа 


; 

C) lа 


; 

D) lа 


; 

E) lа 


. 

 

$$$ 126. Егер 


à  векторының l  

осіндегі проекциясы нӛлге тең 

болса, онда олар ...болады. 

A) тең; 

B) параллель; 

C) бірдей бағытталған; 

D) қарама-қарсы бағытталған; 

E) перпендикуляр. 

 

$$$ 127. 


а  және 


b  векторлары 

арқылы тұрғызылған 

параллелограмның ауданы неге тең ? 

A) ;


 baS  

B) ;
2

1 

 bаS  

C) ;
2

1 

 bаS  

D) ;


 bаS  

E) .


 bаS . 

$$$ 128. Компланар емес 


а ,


b   

және с  векторлары арқылы 

тұрғызылған параллелепипедтің 

кӛлемі неге тең ? 

A) ;)(


 ñbaV  

B) ;


 ñbaV  

C) ;)(
6

1 

 ñbaV   

D) ;
6

1 

 ñbaV   

E) .)ñbaV  . 

 

$$$ 129.  Компланар емес 


а ,


b   

және с   векторлары арқылы 

тұрғызылған пирамиданың  кӛлемі 

неге тең ? 

A) ;)(


 ñbaV  

B) ;


 ñbaV  

C) ;)(
6

1 

 ñbaV   

D) ;
6

1 

 ñbaV   

E) .) сbaV    



 92 

$$$130. 


а  және 


b  векторлары 

арқылы тұрғызылған үшбұрыштың 

ауданы неге тең? 

A) ;


 baS  

B) ;
2

1 

 bàS  

C) ;
2

1 

 bàS  

D) ;


 bàS  

E) .


 bàS . 

 

$$$ 131. Егер екі вектор бір түзудің 

бойында немесе параллель 

түзулердің бойында жатса, онда ол 

векторлар . . .   деп аталады? 

A) коллинеар; 

B) компланар; 

C) бірлік; 

D) перпендикляр; 

E) тең. 

 

$$$ 132. Егер үш вектор бір 

жазықтықта немесе параллель 

жазықтықтарда жатса, онда ол 

векторлар . . .  деп аталады? 

A) коллинеар; 

B) компланар; 

C) бірлік; 

D) перпендикляр; 

E) тең. 

 

$$$ 133. Егер вектордың  ұзындығы 

бірге тең болса, онда ол  .  .  .  вектор 

деп аталады. 

 A) коллинеар  ; 

 B) компланар  ; 

 C) бірлік  ; 

 D) перпендикуляр  ; 

 E) тең  . 

 

$$$ 134. Нӛлдік емес вектордың 

бағыттауыш косинустарының 

квадраттарының қосындысы неге 

тең ? 

 A) 0  ; 

 B) a


 ; 

 C) a


  ; 

 D) 1  ; 

 E) - a


  . 

 

$$$ 135.   7;4;3a


  және  

 2;5;2 b


  векторларының 

скалярлық кӛбейтіндісін тап  . 

 A) 40  ; 

 B) -40  ; 

 C) 0  ; 

 D) 1  ; 

 E) 5  . 

 

$$$ 136. m- нің қандай 

мәнінде  0;1;ma 


 және  4;3;3 b


  

векторлары перпендикуляр болады ? 

 A) m = - 1  ; 

 B) m = 3  ; 

 C) m = - 3  ; 

 D) m = 4  ; 

 E) m = 1  . 

 

$$$ 137.    1- ; 1- ; 2a


 ;   1- ; 3 ; 1b


 

және   0 ; 1 ; 1c


  векторларының 

аралас кӛбейтіндісін тап . 

 A) 5 ; 

 B) 7; 

 C) 3; 

 D) -1; 

 E) 0. 
 

$$$ 138.   2 - ; 3 ; 6a


және 

  6 ; 2 - ; 3b


 векторлары арқылы 

тұрғызылған параллелограммның 

ауданын тап . 

 A) 7 кв. бірлік; 

 B) 49 кв. бірлік; 

 C) 5 кв. бірлік; 

 D) 48 кв. бірлік; 

 E) 46 кв. бірлік. 



 93 

$$$ 139.    y = x
 3

 – 12 x
 2 

 қисығының 

дӛңес аралығын тап.  

A) ) 4 ;( ; 

B) ) ; 4 (  ; 

C) 4) ; 0( ) 0 ; (  ; 

D) ( 0 ; 4 ); 

E) )  ; (  . 

 

 $$$ 140 .      y = x
 3

 – 3 x
 2

   

қисығының дӛңес аралығын тап.  

A) ) ; 1 (  ; 

B) ) 1 ;( ; 

C) ( 0 ; 2 ); 

D) ) ; 2( ) 0 ; (  ; 

E) ) ; 2 (  . 

 

$$$ 141.  A(5;2)  нүктесінен 3 x – 

4 y + 4 = 0  түзуіне дейінгі ара 

қашықтықты  тап.  

A) 2,3; 

B) 2,2; 

C) 2; 

D) 1,2; 

E) 13. 

 

 $$$ 142. Тӛмендегі 

формулалардың қайсысы дұрыс ? 

A)  1
x

 xsin
lim 

x
; 

B) k
x


 x

kx sin
lim ; 

C) k )1(lim ekx
x




; 

D)  

1

)1(lim ex x

x



; 

E) 
 )

1
1(lim e

x

x

x



. 

 

$$$ 143. 
213 xy    

функциясының анықталу облысын 

тап. 

A) )  ; (  ; 

B) 1 ; ( ] ; 

C) ) 1- ;( ; 

D) [ -1 ; 1 ] ; 

E) [ 0 ; 1 ]. 

 

$$$ 144.  
1

0

dx ) x 2 - 1 (   интегралын 

есепте . 

A) 0   ; 

B) -1  ; 

C) -1/2  ; 

D)  1  ; 

E) 1/2  . 

 

$$$ 145. 
36 


x

x
y  функциясының 

анықталу облысын тап. 

A) ) 2 ;(   ; 

B) );
2

1
()

2

1
 ; (    ; 

C) )  ; (    ; 

D) ) ; 2( ) 2 ; (    ; 

E) ( - 2 ; 2 )  . 

 

$$$ 146.  y = f (x )   функциясының 

туындысының формуласын тап . 

A) 
x

xfxxf
y

x 






)()(
lim

0
 ; 

B) 
x

xfxxf
y

x 






)()(
lim

0
 ; 

C) 
x

xf
y

x 




)(
lim

0
; 

D) 
x

xfxxf
y






)()( ; 

E) 
x

y
y




 . 

 

$$$ 147. y = sin 2 x  функциясы 

берілген . )
4

(


f  - ті тап  . 

A) cos 2 x; 

B)  0; 

C) 2; 

D) -2; 

E) 1. 
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$$$ 148 . Дәрежелiк  қатардың  

жинақтылық  радиусы : 

A) n
n

n
CR


 lim  ; 

 B) 
n

n

n C

C
R 1lim 


 ; 

 C)   
1

lim





n

n

n C

С
R ;  

D)   
n

n C
R

1
lim


 ; 

 E) 
n

n C
R

1
lim


 . 

 

$$$ 149. z=f(x,y)   функциясының  

х  бойынша  дербес  ӛсiмшесi: 

A)  ),(),( yxfyyxfzy  ;  

B)  ),(),( yxfyyxfzx  ; 

C)  ),(),( yxfyxxfzy  ; 

D)  ),(),( yxfyxxfzx  ; 

E)  ),(),( yxfyyxxfz  . 

 

$$$ 150. Қатар  жинақтылығының  

қажеттi  шарты  

A)        lun
n

n



lim ; 

 B) l
u

u

n

n

n




1lim ;                                

 C)   SSn
n




lim ;                                   

 D)     егер  қатар  жинақты  болса,  

онда   0lim 


n
n

a ;  

 E) 1lim 


n
n

a .                                 

 

$$$ 151. Бірінші тамаша шекті 

тап . 

A) 0
x

 xsin
lim

0


x
  ; 

B) 1
x

 xsin
lim

0


x
  ; 

C) 1
x

 xsin
lim 

x
  ; 

D) 1
x

 xsin
lim 
ax

  ; 

E) 
 x

 xsin
lim

0x
  . 

 

$$$ 152 Екінші тамаша шекті 

тап. 

A)  )1(lim ex x

x



; 

B)  

0
)

1
1(lim e

x

x

x




; 

C)  )
1

1(lim e
x

x

x



; 

D)  

0
)1(lim ex x

x



; 

E)  

1

0
)

1
1(lim e

x
x

x



. 

 

$$$ 153. Шектің мәнін тап :    
 xsinlim

6


x

 

A) 2; 

B) 1 / 2; 

C) 
2

3 ; 

D) 
2

2 ; 

E)   1. 

 

$$$ 154.Шектің мәнін тап :    

x

 xarcsin
lim

0x
 

A) 0; 

B) -1; 

C)  ; 

D)  1; 

E)  . 

 

$$$ 155. Шектің мәнін тап :    

x

 x
lim

0

tg

x
 

A) 0; 

B) -1; 

C)  ; 

D)    ; 

E)  1. 
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$$$ 156.Шектің мәнін тап :    

x

 x
lim

0

arctg

x
 

A) 0; 

B) -1; 

C) 1; 

D)    ; 

E)   . 

 

$$$ 157.Шектің мәнін тап :    

x

1

0
x)(1ln  lim 

x
 

A) e;  

B) 1; 

C) 0; 

D)  ; 

E) -1. 

 

$$$ 158.Шектің мәнін тап :    

x)
x

1
(1ln  lim 

x

 

 A) e ;  

B) -1; 

C) 0; 

D)  ; 

E) 1. 

   

$$$ 159. Егер 0)(lim
0




xf
xx

 болса, 

онда y= f ( x )  функциясы  .  .  .    

функция деп аталады. 

A) шексіз үлкен; 

B) шексіз аз; 

C) монотонды; 

D) үзіліссіз; 

E) ӛспелі. 

 

$$$ 160. Егер 


)(lim
0

xf
xx

 болса, 

онда y = f ( x )  функциясы  .  .  .    

функция деп аталады. 

A) шексіз үлкен; 

B) шексіз аз; 

C) монотонды; 

D) үзіліссіз; 

E) ӛспелі. 

$$$ 161.Шектің мәнін тап :    

x)
x

2
(1  lim 

x

 

A) 2; 

B) 1; 

C) e; 

D) e
 2
; 

E) e
 -2

 . 

 

$$$ 162.Шектің мәнін тап :    

x)
x

2
(1  lim 

x

 

A) 2; 

B) 1; 

C) e; 

D) e
 2
; 

E) e
 -2

 . 

 

$$$ 163. Шектің мәнін тап :    

2x

3x sin
lim

0x
 

A) 3/2; 

B) 2/3; 

C) 2; 

D) 3; 

E) 1. 

 

$$$ 164. Шектің мәнін тап :    

827

543
lim

2

2





 xx

xx

x
 

A) 0; 

B) 3 / 7; 

C) 5 / 8; 

D)  ; 

E) 1. 

 

$$$ 165. Шектің мәнін тап :    

827

543
lim

2

4





 xx

xx

x
 

A) 0; 

B) 3 / 7; 

C) 5 / 8; 

D)  ; 

E) 1. 
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$$$ 166. Шектің мәнін тап :    

827

543
lim

5

2





 xx

xx

x
 

A) 0; 

B) 3 / 7; 

C) 5 / 8; 

D)  ; 

E) 1. 

  

$$$ 167. Шектің мәнін тап :    

3

9
lim

2

3 



 x

x

x
 

A) 0; 

B) 3; 

C) 6; 

D) 9; 

E)  . 

 

$$$ 168. Шектің мәнін тап :    

4

2
lim

4 



 x

x

x
 

A) 4; 

B) -4; 

C) 0; 

D) 2; 

E) 1 / 4. 

 

$$$ 169. Шектің мәнін тап :    

32

25
lim

4 



 x

x

x
 

A) 2; 

B) 5; 

C) 3; 

D) 5 / 2; 

E) 3 / 2. 

 

$$$ 170.Шектің мәнін тап :    

xx

x

x 3

9
lim

2

2

3 




 

A) 3; 

B) -3; 

C) -2; 

D) 2; 

E) 1. 

 

$$$ 171. 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





     -   

бұл   .  .  .   

A) Лагранж ережесі; 

B) Лопиталь ережесі; 

C) Ролль теоремасы; 

D) Коши теоремасы; 

E) Ферма теоремасы. 

 

$$$ 172. Шектің мәнін тап :    

x

5x sin
lim

0x
 

A) 1 / 5; 

B) 1; 

C) 0; 

D) 5; 

E)  . 

 

$$$ 173.Шектің мәнін тап :    

42

42

0 3

3
lim

xx

xx

x 





 

A) 1 / 3; 

B) 1; 

C) 3; 

D) 4 / 3; 

E) 3 / 4. 

 

$$$ 174. z=f(x,y)  функциясының  

у  бойынша  дербес   ӛсiмшесi: 

A)  ),(),( yxfyxxfzy  ;  

 B)  ),(),( yxfyxxfzx  ; 

 C) ),(),( yxfyyxfzy  ; 

 D)  ),(),( yxfyyxfzx  ; 

 E)  ),(),( yxfyyxxfz  . 

      

$$$ 175. z=f(x,y)  функциясының  

толық  ӛсiмшесi: 

A) ),(),( yxfyyxxfz  ;  

   

B)  ),(),( yxfyxxfzx  ; 

   

C)  ),(),( yxfyxxfzy  ; 

  



 97 

D)  ),(),( yxfyyxfzx  ; 

E) ),(),( yxfyyxxfz  . 

 

$$$ 176.   z=f(x,y)  функциясының  х  

аргументi  бойынша  дербес  

 туындысы: 

A)    
y

yxfyyxf
z

y
y








),(),(
lim

0
;   

 B) 

 
y

yxfyyxf
z

y
y








),(),(
lim

0
; 

 C)  
x

yxfyxxf
z

x
x








),(),(
lim

0
;   

 D)  
x

yxfyxxf
z

x
x








),(),(
lim

0
; 

 E)  dz= dy
y

z
dx

x

z








 . 

 

$$$ 177.  z=f(x,y)  функциясының  y 

аргументi  бойынша  дербес  

 туындысы: 

A)  
y

yxfyyxf
z

y
y








),(),(
lim

0
;  

 B)  
x

yxfyxxf
z

x
x








),(),(
lim

0
; 

 C)   
x

yxfyxxf
z

x
x








),(),(
lim

0
;   

D)   
y

yxfyyxf
z

y
y








),(),(
lim

0
;. 

 E)   dz= dy
y

z
dx

x

z








 . 

 

$$$ 178. Шектің мәнін тап :    

x

1
lim

0





x

x

a
 

A) 1; 

B) 0; 

C)  ; 

D) ln a ; 

E) a
 x

 . 

$$$ 179. Шектің мәнін тап :    

x

1
lim

0





x

x

e
 

 A) 1; 

B) 0; 

C)  ; 

D) x; 

E) e . 

 

$$$ 180. Шектің мәнін тап :    

x

1
lim

2

0





x

x

a
 

A) 1; 

B) 0; 

C)  ; 

D) ln a ; 

E) 2 ln a. 

 

$$$ 181.Шектің мәнін тап :    

ax

ax

ax 





22

lim  

A) 0; 

B) 2; 

C) 2 a; 

D) a; 

E) a
 2
 . 

 

$$$ 182. Берiлген 

04 '''  yxyy  тендеуiнiң ретi 

қандай? 

        A) бірінші реттi ;           

      B) екінші реттi; 

        C) үшінші реттi; 

        D) тӛртінші реттi; 

        E) бесінші реттi. 

 

$$$ 183.   0 xdxydy  теңдеуiнiң 

жалпы интегралы. 

      A) cxy  22 ; 

        B) cxy  ; 

        C) yx  ;  

        D) 0 xy ; 

        E)  02  yx . 

 

$$$ 184. Мына тендеулердiң 

iшiнен дифференциалдық теңдеудi  

 табыңыз ? 

        A)   0542  xx ; 
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         B)   01sin 2' xy ; 

         C)   0cossin  xx ; 

         D)   0)12(log 2 x ; 

         E)  12 1 x
. 

 

$$$ 185. Шектің мәнін тап :    

8764

532
lim

23

23





 xxx

xxx

x
 

A) 4 ; 

B) 5 / 8; 

C) 2 / 3; 

D) 1 / 4; 

E) 3 / 7. 

 

$$$ 186. Мына теңдеулердiң 

iшiнен дифференциалдық теңдеудi 

 табыңыз  ? 

        A)    0652  xx ; 

         B)    1sin 2 x ; 

         C)   0log xa
; 

         D)   13 1 x ; 

         E)   0 ydxxdy . 

 

$$$ 187. Мына дифференциалдық 

теңдеулер iшiнен екінші реттi 

 теңдеудi  табу керек. 

         A) 0sin'''  xbykyy ; 

         B) 02'  yxxy ; 

       C) 052 2'  xyy ; 

     D) 022  dxydyx  ; 

      E) );1('

x

y
fy  . 

 

$$$ 188.   dxxxx )53( 24   

интегралын есепте . 

A) Cxxxx  5
2

1

5

1 235 ; 

B) Cxxxx  5
2

1

5

1 25 ; 

C) Cxxx  5
2

1

5

1 25 ; 

D) 4x 
3
 – 6 x + 1 + C ; 

E) x 
5
 -3 x 

3
 + x 

2
 – 5 x + C . 

$$$ 189. 
1

0

2 dxx    интегралын 

есепте . 

  A) 
2ln

2 ; 

  B) 
2ln

3  ; 

  C) 
2ln

1  ; 

  D) 
2ln

4 ; 

  E) 0  . 

 

$$$ 190. z= f(x;y) функциясының 

толық  дифференциалы  неге  тең ? 

 

A)  
x

yxfyxxf
z

x
x








),(),(
lim

0
;   

 B) 
y

yxfyyxf
z

y
y








),(),(
lim

0
; 

 C)  
x

yxfyxxf
z

x
x








),(),(
lim

0
;   

D)   dy
y

z
dx

x

z
dz









 ; 

E)   
y

yxfyyxf
z

y
y








),(),(
lim

0
. 

 

$$$ 191. 0)()(  dyyNdxxM  

түрiндегi теңдеудi қалай атаймыз ? 

  A) сызықтық теңдеу; 

  B) айнымалы шамалары 

ажыратыланатын; 

  C) бiртектi теңдеу; 

  D) айнымалы шамалары 

ажыратылған; 

   E) Бернулли теңдеуi. 

 

$$$ 192. z = x
4 
+ 5 x

2 
y - y

4 
+ 6       

Табу  керек:    zx
/
-? 

 A)   4x
3
+10xy; 

 B)   4x
3
-10xy; 

 C)   4x
3
+10xy -4y

3
; 

 D)   10xy-4y
3
; 

 E)   4x
3
+5x

2
. 
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$$$ 193.    Егер 3 ,2  ва  және 

олардың арасындағы бұрыш 60
0
 

болса,  онда осы векторлардың 

скалярлық кӛбейтіндісін тап. 

A) 33   ; 

B) 23   ; 

C) 3    ; 

D) 3   ; 

E) 33 . 

 

$$$ 194. Интегралды есепте: 


в

а

дхх23 . 

A) 6( 33 ав  ); 

B) 33 ва  ; 

C) 33 ав  ; 

D) 3( 33 ав  );  

Е) 6(а-в). 

 

$$$ 195.
 0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM  

түрiндегi теңдеудi қалай атаймыз ? 

     A) сызықтық теңдеу; 

       B) айнымалы шамалары 

ажыратыланатын; 

      C) бiртектi теңдеу; 

      D) айнымалы шамалары 

ажыратылған; 

       E) Бернулли теңдеуi. 

 

$$$ 196 Интегралды есепте: 

 
dx

x 3

7
 

A) Cx 3ln7   ; 

B) Cx ln7    ; 

C) Cx  3ln   ; 

D) Cx  3ln7   ; 

E) 3ln7 x   . 

$$$ 197 )(' xfy    теңдеуiнiң 

жалпы шешiмi қай түрде жазылады ? 

        A)   cdxxfy )( ; 

        B) Cxy  ; 

        C) 2Cxy  ; 

        D) cxfy  )( ; 

        E) )(Cxfy  . 

 

$$$ 198 Интегралды есепте:

  tgxdx  

A) Cx cosln ; 

B) Cx  cosln ; 

C) Cx sinln ; 

D)  Cx  sinln ; 

E) xxsincosln . 

 

$$$ 199 Интегралды есепте: 


3

1

3dxx  

A) 2 / 4;  

B) 20; 

C) 80; 

          D) 82; 

  E)      81 / 4. 

 

$$$ 200. Интегралды есепте:    


4

1 x

dx
  

A) 2;   

B) 6; 

C) 4; 

D) 8; 

E) 10. 

$$$   201.  Ньютон-Лейбниц 

формуласын тап. 

 A)   );()()( aFbFdxxf
в

а

  

 B)   );()()( bFaFdxxf
в

а

  

 C)  

b

a

b

a

в

а

duuud  ; 

 D)  );()()( afbfdxxf
в

а

  

 E)  );()()( afafdxxf
в

а

  
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  $$$ 202.  Бӛлшектеп интегралдау 

формуласын тап . 

 A)   vduuvudv ; 

 B)   udvuvudv ;  

 C)   vduuvudv ;  

 D)   udvuvudv ; 

          E)    uvvduudu . 

 

 $$$  203.   z = x
5 

+ 4 y
7 

+ 7 x y
2
    Т/к:  

zy
/
-? 

 A) 5x
4
 +28y

6
+14xy; 

 B)  5x
4
+7y

6
; 

 C)  5x
4
+28y

6
+7xy; 

 D)  28y
6
+14xy ; 

 E)  5x
4
+14xy. 

 

  $$$ 204.  );1('

x

y
fy   түрiндегi 

теңдеуi қалай аталады ? 

       A) бiртектi теңдеу; 

       B) айнымалы шамалары 

ажыратыланатын; 

      C) сызықтық теңдеу; 

      D) айнымалы шамалары 

ажыратылған; 

       E) Бернулли теңдеуi. 

 

 $$$  205.   Егер М(х,у) және N(x,y) 

функциялары ӛлшемдерi бiрдей 

бiртектi  функциялар болса, онда  

0),(),(  dyyxNdxyxM   теңдеуi қалай  

аталады? 

        A)  сызықтық; 

        B)  Бернулли теңдеу; 

       C)  бiртектi теңдеуi; 

       D)  толық дифференциалды; 

       E)  айнымалы шамалары 

ажыратылған.  

 

 $$$  206.  Бiрiншi реттi бiртектi 

теңдеудi шешу үшiн қолданылатын 

алмастыру: 

       A)  uxy  ; 

        B)   uy ; 

        C)  xey  ; 

         D)  xnxy cossin  ; 

      E)  xuy  . 

 

 $$$ 207.   
b

a

aFbFdxxf )()()(   бұл   . 

. .     формуласы 

  A)  Тейлор; 

  B)  Маклорен; 

  C)  Ньютон-Лейбниц; 

  D)  Лопиталь; 

  E)  Лагранж. 

 

  $$$208.  Бiрiншi реттi сызықтық 

теңдеудi шешу үшiн қолданылатын 

  алмастыру қандай ? 

         A)  xuy  ; 

        B)   uy ; 

        C)  baxy  ; 

         D)  uxy  ; 

        E)  xey  . 

 

 $$$  209. Мына дифференциалдық 

теңдеулер iшiнен сызықтық теңдеудi 

 табу керек: 

         A) )()(' xQyxPy  ; 

        B) 0),(),(  dyyxNdxyxM ; 

        C) );1('

x

y
fy  ; 

         D)  nyxQyxPy  )()( ; 

        E)  0)()(  dyyNdxxM . 

 

 $$$  210. Интегралды есепте:  


4

0

2cos



x

dx  

  A)  0; 

  B)  -1; 

  C)  1; 

  D)  2; 

  E) -2. 
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 $$$ 211.  Егер )(xf жұп функция 

болса, онда 


a

a

dxxf )( неге тең болады?  

  A)  0; 

  B)  
a

dxxf
0

;)(  

  C)  - );(xf  

  D)  
a

dxxf
0

;)(2  

  E)  ).(xf  

 

 $$$  212.  Егер )(xf  -тақ функция 

болса, онда 


a

a

dxxf )(  неге тең 

болады? 

  A)   0; 

  B)  
a

dxxf
0

;)(  

  C)  - );(xf  

  D)  
a

dxxf
0

;)(2  

  E)  ).(xf  

 

 $$$ 213.  
xey   функциясын 

Маклорен формуласы бойынша 

жiкте. 

 A)  ...;
!3!2

1
32


xx

x  

 B)  ...;
!3!2

1
32


xx

x  

 C)  ...;
!4!2

1
42


xx  

 D)  ...;
!5!2

52


xx

x  

 E)  1 + х + х
2 

+ х
3 
+ . . .    . 

 

  $$$ 214.  0
y

dy

x

dx  теңдеуiн шешу 

керек : 

         A)  x-y=C; 

      B)  xy=C; 

        C) x+y=C ; 

         D) y=
C

x
  ; 

        E)  y-xy=C. 

 

$$$ 215.  0
sincos 22


y

dy

x

dx  теңдеуiн 

шешу керек: 

         A)  cyx  22 cossin ; 

       B)  cyx  cossin ; 

       C)  cctgytgx  ; 

        D)  c
yx


sin

1

cos

1
; 

         E)  cyx cossin . 

 

$$$  216.    dxxx )154( 43  интегралын 

есепте. 

  A)     х
4 
– 3 х

5
+ С  

  
; 

  B)     х
4 
- 3 х

5
; 

  C)    12 х
2 
– 60 х

3  
; 

  D)    4 х
4 
- 15 х

5 
; 

  E)  4 х
4 

– 15 х
5 
+ С . 

 

  $$$217.  y
'
=e

3x
  теңдеуiн  шешу  

керек. 

  A)  y=3e
3x

; 

  B)  y=
3

1
e

3x
+C; 

  C)  y=-3e
3x

+C; 

  D)  y=e
3x

+C; 

  E)  y=e
3x+C

. 

 

  $$$ 218.  
e

x

dx

1

  интегралын есепте. 

  A)  0; 

  B)  e; 

  C)  1; 

  D)–1; 

  E) -e. 

 

   $$$ 219.  dxe x5  интегралын 

есепте. 

  A)  ;5 Ce x   
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  B)  ;5xe   

  C)  ;
5

1 xe  

  D)  ;
5

1 5xe  

  E)  .
5

1 5 Ce x   

 

$$$  220.    32x

dx   интегралын есепте. 

  A)  ;32ln Cx   

  B)  ;32ln x  

  C)  ;32ln
2

1
Cx   

  D)  ;32ln
3

1
Cx   

  E) .32ln
2

1
x  

 

  $$$ 221.  xxf 3cos)(   

функциясының алғашқы 

функциясын тап. 

  A)  ;3)( CtgxxF   

  B)  ;3sin)( CxxF   

  C)  ;sin3)( CxxF   

  D)  ;3sin
3

1
)( CxxF   

  E) .3sin3)( CxxF   

 

 $$$ 222.  xxf 4sin)(   

функциясының алғашқы 

функциясын тап. 

  A)  ;cos4)( CxxF   

  B)  ;cos4)( CxxF   

  C)  ;cos
4

1
)( CxxF   

  D)  ;cos
4

1
)( CxxF   

  E) .4cos
4

1
)( CxxF   

 

 $$$  223.   xdxsin11  интегралын 

есепте. 

   A)       ;cos11 Cx   

  B)     ;cos11 Cx   

  C)       ;cos11 x  

  D)     ;cos11 x  

  E)     0. 

 

 $$$ 224.  
x

dx
2sin

5  интегралын есепте. 

  A)  ;5 Cctgx   

  B)  ;
5

1
Cctgx   

  C)  ;5 Cctgx   

  D)  ;
5

1
Cctgx   

  E) .5ctgx  

 

$$$  225.   dxxf )(  анықталмаған 

интегралының туындысы неге тең ? 

  A)  ;)( dxxf  

  B)  );(xF  

  C)  ;)( CxF   

  D)  );(xf  

  E) ).(' xf  

 

$$$  226.   dxxf )(  анықталмаған 

интегралының дифференциалы неге 

тең ? 

  A)  ;)( dxxf  

  B)  );(xF  

  C)  ;)( CxF   

  D)  );(xf  

  E) ).(' xf  

 

$$$  227. y
"
+py

'
+qy=0  бiртектi  2-

реттi  тұрақты  коэффициенттерi  бар  

 теңдеудiң  y1,y2  сызықтық  

тәуелсiз  дербес  шешiмдерi  болса,  

жалпы   шешiмi  қалай  

жазылады? 

  A)  y=(y1+y2)(c1+c2); 
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  B)  y=
22

11

yc

yc
 ; 

  C) y=c1y1+c2y2; 

  D)  y=
21

21

yy

сс




 ; 

  E)  y=
21

21

cc

yy




 . 

 

$$$  228.  1,0,2  xyxy және x=2 

сызықтарымен шектелген 

фигураның  ауданын тап. 

  A)  5 кв. бiрлiк; 

  B)  4 кв. бiрлiк; 

  C)  2 кв. бiрлiк; 

  D)  1 кв. бiрлiк ; 

  E)   3 кв. бiрлiк. 

 

$$$  229.  
2

0

3dxx   интегралын есепте. 

  A)  2; 

  B)  4; 

  C)  8; 

  D)  16; 

  E) 32. 

 

 $$$  230.  
 22 xa

dx   интегралын 

есепте. 

  A)  ;
1

C
a

x
arctg

a
  

  B)  ;C
a

x
arctg   

  C)  ;ln
2

1
C

ax

ax

a




  

  D)  ;
1

Carctgx
a

  

  E) .Carctgx   

 

$$$  231.  y
"
-7y

'
+12=0   теңдеуiн  

шешу  керек. 

  A)   y=C1e
x
+C2e

4x
 ; 

  B)   y=C1e
x
+C2e

3x
; 

           C)   y=C1e
3x

+C2e
4x

; 

 D)  y=C1e
x
cos3x+C2e

x
sin3x ; 

 E)  y=(C1+C2x)e
x
 . 

 

 $$$ 232.    53x

dx   интегралын есепте. 

  A)  ;53ln
3

1
x  

  B)  ;53ln
3

1
Cx   

  C)  ;53ln3 Cx   

  D)  ;53ln3 Cx   

  E)    .53ln Cx   

 

$$$  233.   ),(' yxfy   түрiндегi 

дифференциалдық  теңдеудiң жалпы 

шешiмi    қалай жазылады ? 

          A) ),( Сxy  ;      

          B) xy ln ;      

          C) 2xy  ; 

          D) )(xy  ; 

       E) )sin( Сxy  . 

 

$$$  234.   dxa x5  интегралын есепте. 

  A)  ;ln5 Caa x   

  B)  ;
ln

5

C
a

a x

  

  C)  ;
ln5

5

C
a

a x

  

  D)  ;53ln3 Cx   

  E)    .53ln Cx   

 

$$$235. lim
0max  ix

   


b

a

n

i

ii dxxfxf )()(
1

  

теңдiгiмен не анықталады ? 

  A)  анықталмаған 

интеграл; 

  B)  алғашқы функция; 

  C)  туынды; 

  D)  анықталған интеграл; 

  E) дифференциал. 

 



 104 

$$$ 236. Анықталған интегралдың 

геометриялық мағынасы. 

A)  қисық сызықты трапецияның 

ауданы; 

B)  айналу денесiнiң кӛлемi; 

C)  доғаның ұзындығы; 

D)  жазық фигураның ауырлық 

центрi; 

E) жұмыс. 

 

$$$ 237. Егер )(xf  функциясы үшiн 

)()( xfxf   теңдiгi орындалса, онда 

 ол   қандай функция болады ? 

 A)  жұп функция; 

 B)  тақ функция; 

 C)  периодты функция; 

 D)  шектелген функция; 

 E)  жұп та емес, тақ та емес. 

 

$$$ 238. Егер )(xf  функциясы үшiн 

)()( xfxf   теңдiгi орындалса, онда 

 ол  қандай функция болады ? 

 A)  жұп функция; 

 B)  тақ функция; 

 C)  периодты функция; 

 D)  шектелген функция; 

 E) жұп та емес, тақ та емес. 

 

 $$$ 239.Егер кез келген  Т > 0  саны 

үшiн f ( x + T ) = f ( x ) теңдiгi 

 орындалса, онда ол қандай 

функция болады ? 

 A)  жұп функция; 

 B)  тақ функция; 

 C)  периодты функция; 

 D)  шектелген функция; 

 E) жұп та емес, тақ та емес. 

 

$$$ 240.  Егер ),( ba  функциясы үшiн 

)(' xf < 0 болса, онда  . . .  

A)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта ойыс болады; 

B)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта дӛңес болады; 

C)  )(xf  функциясы  осы аралықта 

ӛседi; 

D)  )(xf  функциясы осы аралықта 

кемидi; 

E)  )(xf  функциясының осы 

аралықта максимумы болады. 

 

$$$ 241. Егер ),( ba  функциясы үшiн 

)(' xf > 0 болса, онда .  .  .  

A)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта ойыс болады; 

B)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта дӛңес болады; 

C)  )(xf  функциясы осы аралықта 

ӛседi; 

D)  )(xf  функциясы осы аралықта 

кемидi; 

E)  )(xf  функциясының осы 

аралықта максимумы болады. 

 

$$$ 242.  Егер ),( ba  функциясы үшiн 

)('' xf < 0 болса, онда .  .  .  

A)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта ойыс болады; 

B)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта дӛңес болады; 

C)  )(xf  функциясы осы аралықта 

ӛседi; 

D)  )(xf  функциясы осы аралықта 

кемидi; 

E)  )(xf  функциясының осы 

аралықта максимумы болады. 

 

$$$ 243. Егер ),( ba  функциясы үшiн 

)('' xf > 0 болса, онда .  .  .  

A)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта ойыс болады; 
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B)  )(xf  функциясының графигi осы 

аралықта дӛңес болады;  

C)  )(xf  функциясы осы аралықта 

ӛседi; 

D)  )(xf  функциясы осы аралықта 

кемидi; 

E)  )(xf  функциясының осы 

аралықта максимумы болады. 

 

$$$ 244. Функцияның үзiлiссiздiк 

қасиеттерiн қабылдамайтын 

нүктелер  қалай    аталады ? 

  A)  шектi нүктелер; 

  B)  iшкi нүктелер; 

  C)  экстрeмум нүктелер; 

  D)  үзiлiссiз нүктелер; 

  E) үзiлiстi нүктелер. 

 

$$$ 245. Егер )(xf  функциясы  ba,  

кесiндiсiнде үзiлiссiз және  ba,   

аралығында дифференциалданатын 

функция болса, онда осы аралықтан     

 қандай да бiрi ),( baC  нүктесi 

табылып, ))(()()( ' abcfafbf          

теңдiгi  орындалады. 

  A)  Ролль теоремасы; 

  B)  Коши теоремасы; 

  C)  Лагранж теоремасы; 

  D)  Лопиталь теоремасы; 

           E) Ферма теоремасы. 

 

 $$$  246.  xy 3cos  функциясының 

туындысын тап. 

  A)  xsin3 ; 

  B) x3sin3 ; 

  C) x3sin ; 

  D)  x3sin ; 

  E)  x3sin3 . 

 

 $$$ 247.  )(xfy   функциясының х0 

нүктесiндегi үзiлiссiздiк шарты. 

  A)  )(lim 0
0

xfy
xx




; 

  B)  0lim
0




y
xx

; 

  C)  )()(lim 0
0

xfxf
xx




; 

  D)  )(lim 0
0

xfy
xx




; 

  E)  0lim
0




y
xx

. 

 

 $$$   248. )(xfy   функциясының 

дифференциалы неге тең ? 

  A)  )(' xfdy  ; 

  B)  dxxfdy )( ; 

  C)  dyxfdx )(' ; 

  D)  dxxfdy )(' ; 

  E)  dxdy  . 

 

 $$$   249.  ?)(arcsin ' x  

  A)  ;
1

1
2x

  

  B)  ;
1

1
2x

 

  C) ;
1

1
2x

  

  D)  
21

1

x
; 

  E) -
21

1

x

. 

 

$$$   250.  ?)( ' arcctgx  

  A)  ;
1

1
2x

  

  B)  ;
1

1
2x

 

  C) ;
1

1
2x

  

  D)  
21

1

x

; 

  E) -
21

1

x

. 

 

 $$$   251.  y
"
+9y=0   теңдеуiн  шешу  

керек. 

  A)   y=C1cosx+C2sinx; 

  B)   y=C1cos3x+C2sin3x; 
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  C) y=cosx+sinx+C1+C2; 

  D)   y=C1sinx-C2cosx ; 

  E)   y=C1e
3x

+C2e
-3x

 . 

 

 $$$   252.  xarctgy 5  

функциясының туындысын тап. 

  A)  ;
1

5
2x

  

  B)  ;
1

1
2x

 

  C) ;
51

5
2x

 

  D)  
2251

1

x
; 

  E) 
2251

5

x
. 

 

$$$  253.     ?

'












u   

  A)  ;
2

''



 uu    

  B)  ;
2

''

u

uu      

  C)  ;
2

''



 uu    

  D)  ;
2

 ýý uu 
   

  E)  
2

''

u

uu  
 . 

 

 $$$   254.  )(),( tyytxx   табу 

керек  
'
xy  

  A)    ;
'

'

t

t

y

x
  

  B)     ;
'

'

t

t

x

y
 

  C)    ;''
tt yx   

  D)    '

'

t

t

y

x
 ; 

  E)    -
'

'

t

t

x

y
. 

 $$$   255.  








3

3

ty

tx
 табу керек  

'
xy . 

  A)     23t ; 

  B)    3; 

  C)    ;
1
2t

 

  D)    ;2t  

  E)    - .2t  

 

 $$$   256.  Бiрiншi реттi туындының 

механикалық мағынасы. 

  A)  әсер етуші күш; 

  B)  жылдамдық; 

  C)  үдеу; 

  D)  тарту күші;   

  E)вектор. 

 

 $$$   257.  Екінші ретті туындының 

механикалық мағынасы. 

  A)  әсер етуші күш; 

  B)  жылдамдық; 

  C)  үдеу; 

  D)  тарту күші;   

            E) вектор. 

 

 $$$   258.     ?)(ln ' x  

  A)  х; 

  B)  ;
ln

1

x
 

  C)  ;
1

2x
 

  D)  ;
1

x
   

           E)  о. 

 

 $$$   259.    ?)( ' tgx  

  A)  
x2cos

1
 ; 

  B)  ;ctgx   

 C)  ;sin 2 x  
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 D)  ;
sin

1
2 x

    

 E)  
x2cos

1 . 

 

  $$$  260.   ?)( ' ctgx  

  A)  
x2cos

1
 ; 

  B)  ;tgx   

 C)  ;
sin

1
2 x

 

  D)  ;
sin

1
2 x

    

          E)  
x2cos

1 . 

 

  $$$   261.  )53ln(  xy   

функциясының туындысын тап. 

  A)  
53

1

x
; 

  B)  ;
53

3

x
  

 C)  ;
53

5

x
 

  D)  ;
3

x
   

          E)  
x

1
. 

 $$$   262.  õõåó 72 3    

функциясының туындысын тап. 

  A)  ;7ln72 3 xxe   

  B)  ;ln72 3 xe xx    

 C)  ;76 3 xxe   

  D)  ;ln76 3 xe xx     

  E)  .7ln76 3 xxe   

 

 $$$   263.  
8

105






õ

õ
ó  функциясының 

үзілісті нүктесін тап. 

  A)    x = -2  ; 

  B)    x = 0  ;  

  C)    x = 8  ; 

  D)    x = 2  ;  

  E)    x = - 8 . 

 

 $$$   264.      y
"
-4y'+4y=0  теңдеуiн  

шешу  керек. 

  A)  y=C1x+C2e
x
 ; 

  B)  y=(C1+C2x)e
2x

; 

  C)  y=(C1+C2)e
2x

 ; 

  D) y=C1e
x
+C2e

2x
 ; 

  E)  y=e
2x

 . 

 

   $$$  265.  7452 23  xxxy   

функциясының екінші ретті 

туындысын  тап. 

  A)  6 х
2 
+ 10х + 4; 

  B)  12;  

 C)  12 х + 10; 

  D)  3 х
2
 + 2 х + 4;   

            E)6 х + 2. 

 

$$$    266.  3)52(  õó  

функциясының дифференциалын 

тап. 

  A)  ;)52(3 2 dxxdy   

  B)  ;)52(3 2 xdy   

 C)  ;)52(6 2 xdy  

  D)  ;)52(6 2 dxxdy     

             E)  .)52(6 2x  

 

  $$$  267.  23 52 xxy    табу керек:  

.2 yd  

  A)  12 х + 10; 

  B)  ;)1012( 2dxõ   

 C)  6 х
2
 + 10; 

  D)  ;)106( 22 dxõõ     

            E)  .)1012( dxx   
 

  $$$  268.  233  xxy  

функциясының кему аралығын тап. 

  A)  );;1)(1;(   

  B)  );1;(    

 C)  );;1(   

  D)  );;(     

            E)  ).1;1(  
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 $$$   269.  655  xxy  функция 

графигінің ойыс аралықтарын тап. 

  A)  );0;(  

  B)  );;(    

 C)  );;0(   

  D)  );1;(     

            E)  ).;1(   

 

  $$$   270.  
1

72
2 




x

x
y   

функциясының анықталу облысын 

тап. 

 A)  );;1)(1;(   

 B)   ( - 1 ; 1 )  ;  

C)  );;1)(1;(   

 D)  );;1()1;1()1;(     

 E)  ).;1()1;(   

 

$$$  271. у = е 
20 х

  функциясының 

туындысын тап.  

  A)   20 e 
20x 

; 

  B)   e 
20x 

; 

  C)  20 e 
x 
; 

  D)  e 
x
 ; 

  E)  .
20

1 20õå  

 

$$$    272.  xeу ln  функциясының 

туындысын тап.  

  A)   e
 x 

; 

  B)   ;
1
xe

; 

  C)  1
 
; 

  D)  ;
1

x
 

  E)  .
1

e
 

 

$$$ 273.   
2

ln xey    функциясының 

туындысын тап.  

  A)   
 

2хе
 

  B)   ;
1

2xe
 

  C)  1
 
; 

  D)  2 х ; 

  E)  .
2

2xe

x
 

 

$$$ 274.  Нүкте түзу бойымен  

42 23  ttS  заңы бойынша 

қозғалады. t =  2 c  кезеңдегі 

нүктенің жылдамдығын тап. 

  A)   
 
20 ; 

  B)   28 ; 

  C)   64
 
; 

  D)  16 ; 

  E)  148. 

 

 $$$   275.  xy
3

log   функциясының 

туындысын тап. 

  A)   
 ;

2ln2

3

x  

  B)   ;
3ln

x
 

  C)  ;
3ln

2

õ
 

  D)  ;
3ln

2

x
 

  E)  .
3ln2

1

x
 

 

 $$$   276.  2
3

3
4

59 
х

хху   

функциясының туындысын тап. 

 A) ;12159 548  xхх  
 
 

 B)   ;
12

159
4

48

õ
õõ   

 C)  ;
1

159
3

48

õ
õõ   

 D)  ;
4

3
159

3

48

õ
õõ   

 E)  .
5

3
159

5

48

õ
õõ   
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  $$$ 277.  542  хху   

функциясының ӛсу аралығын тап. 

  A)  );2;(   

  B)  );2;(  

  C)  );;2(   

  D)  );2(   

  E)  ).2;2(  

 

 $$$ 278.  542  хху   

функциясының кему аралығын тап. 

  A) 
 );2;(   

  B)  );2;(  

  C)  );;2(   

  D)  );2(   

  E)  ).2;2(  

 

 $$$  279.  542  хху   

функциясының экстремум нүктесін  

тап. 

 A)  2õ  максимум нүктесі; 

 B)  2õ   минимум нүктесі; 

 C)  2õ   максимум нүктесі; 

 D)  2õ   минимум нуктесі; 

 E)  1õ   максимум нүктесі. 

 

 $$$  280.  xxу 22 sincos    

функциясының туындысын тап. 

  A)  
;cosx
 

  B)  ;sin x  

  C)  0; 

  D)  1; 

  E)  .2sin x  

 

 $$$  281.  


0

cosxdx  интегралын 

есепте. 

 A)  1; 

 B)  0; 

 C)  -1; 

 D)  2; 

 E)  -2; 

 

 $$$  282.  xу 2cos   функциясының 

туындысын тап. 

  A) ;cos2 x   

  B)  ;sin2 x  

  C)  ;2sin x  

  D)  ;2cos x  

  E)  .2sin x  

 

 $$$  283.  хху 33    функциясының 

кему аралығын тап. 

  A) 
 );;1( 

 

  B)  );;1(   

  C)  );1;(   

  D)  );1;1(  

  E)  ).1;(  

 

 $$$  284.  632 23  хху   

функциясының )1('y  мәнін тап. 

  A)  
 
9; 

  B)  0; 

  C)  -9; 

  D)  3; 

  E) -3. 

 

 $$$  285.  )()( xfxxfу     --    

бұл  )(xfy   функциясының ....  

  A) 
 
туындысын; 

  B)  шегі; 

  C)  ӛсімшесі; 

  D)  мәні; 

  E) интегралы. 

 

 $$$ 286.  
x

y

x 



 0
lim    --    бұл  )(xfy   

функциясының ....  

  A) 
 
туындысын; 

  B)  шегі; 

  C)  ӛсімшесі; 

  D)  мәні; 

  Е)  интегралы. 

 



 110 

  $$$ 287.  Әр түрлі сандық мән 

қабылдайтын кез келген шаманы ...   

деп  атайды. 

  A) 
 
жиын; 

  B)  функция; 

  C)  тұрақты; 

  D)  айнымалы; 

  Е)  тізбек. 

 

 $$$ 288.   dxxxR )cos,(sin   түріндегі 

анықталмаған интегралды рационал 

 функциясының   интегралына 

келтіру үшін қандай универсал 

алмастыру  қолданады ? 

  A) ;sin tx 
 
 

  B)  ;ttgx   

  C)  ;
2

t
x

tg   

  D)  ;cos tx   

  E)  .
2

t
x

ctg   

 

 $$$  289.   xdxx nm cossin   түріндегі 

анықталмаған интегралды есептеу 

 үшін егер n оң бүтін тақ сан 

болса, онда қандай алмастыру 

қолданылады ? 

  A) 
 

;sin tx   

  B)  ;cos tx   

  C)  ;ttgõ  

  D)  ;tctgx   

  E)  .sin txm   

 

 $$$  290.  Анықталмаған 

интегралдың анықтамасы. 

  A) 
   ;)()( dxxfRdxxRf  

  B)    CxfdxxF )()(   ; 

  C)    )()( xFdxxf   ; 

  D)  CxFdxxf  )()(   ; 

  E)    Cxfdxxf )()( . 

 

 $$$ 291.   xdxe x cossin   

интегралын есепте. 

  A) e 
cos x

 + C  ; 

  B) e 
sin x

 + C  ; 

  C) - e 
cos x

 + C  ; 

  D) - e 
sin x

 + C  ; 

  E)      e 
 x
 + C  . 

$$$ 292. 
 92x

dx   интегралын 

есепте. 

  A) Carctg 
9

x
 

9

1 ; 

  B)   Carctg 
9

x
 ; 

  C) Carctg 
3

x
  ; 

  D) Carctg 
3

x
 

3

1  ; 

  E)      Carctg 
3

x
  3  . 

 

$$$ 293. y = sin 2 x   

функциясының   )
4

(


y  мәнін тап. 

  A) 2 ; 

  B) -2 ; 

  C) 0 ; 

  D) 1; 

  E) -1 . 
 

$$$ 294.     y = x
 2
 + 2 x   

функциясының кризистiк нүктесiн  

тап. 

A) x=0 ; x=2  ; 

B)  x=0  ; 

C) x=-2  ; 

D) x=0  ; x= -2 

E)  x= - 1. 
 

$$$ 295. y = x
 2
 + 2 x   

функциясының ӛсу аралығын  тап. 

  A) )1;(  ; 

  B) );1(  ; 

  C) )0;( ; 

  D) );0(  ; 

  E) );2(  . 
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$$$ 296. y = x
 2

 + 2 x   

функциясының кему аралығын  тап. 

  A) )1;(  ; 

  B) );1(  ; 

  C) )0;( ; 

  D) );0(  ; 

  E) );2(  . 

 

$$$ 297. y = x
 2

 + 2 x   

функциясының графигінің ойыс 

аралығын  тап. 

  A) )1;(  ; 

  B) );1(  ; 

  C) );(  ; 

  D) );0(  ; 

  E) )0;( . 

 

$$$ 298. xx
x

y 3
3

2
3

   

функциясының кему аралығын  тап. 

A)     );3()1;(  ; 

B)     (-1  ;3 ); 

C)     );1()3;(  ; 

D)    (1; -3 ); 

E)    )3;(  . 

 

$$$ 299. tatax siny ; cos    

параметрлік түрде берілген 

функцияның туындысын   тап.   

 A) ;   ctgt  

 B) ;   tgt  

 C) ;   tgt  

 D) ;   ctgt  

 E) .   cos  ;  sin tata  

 

$$$ 300. x = t
 3 

+ 3 t + 1  ;   y =  3 t
 5
 + 5 t

 3
 

+ 1  параметрлік түрде берілген 

функцияның туындысын   тап.   

 A) 
25

1

t

  ; 

B)  15 t 
4
 +15 t 

2
  ; 

C)   3 t
 2
 + 3   ; 

D)  5 t
 2  

  ; 

E)  – 5 t
 2
  . 
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